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Prefacio

El origen de este documento fue un trabajo que tuve que entregar para la
asignatura “Teoria de codigos y de la informacion” durante mis ultimos
anos de carrera. Mi idea es la de ampliar y/o corregir este documento, fun-
damentalmente la parte dedicada a cédigos ciclicos la cual no esta muy bien
desarrollada. Esta labor la ire realizando lentamente, en funcién de mi tiem-
po libre.

Este documento estd orientado a los fundamentos mateméticos de la
teoria de cddigos y dichos fundamentos estan completados con ejemplos
practicos y ejercicios resueltos. Si las demostraciones matemadticas no te
interesan mi consejo es que te las saltes y unicamente te fijes en los resulta-
dos que nos ofrecen los teoremas matematicos.

Junto a este documento se suministran dos programas con su cédigo
fuente que ilustran el procesamiento de errores en los cédigos lineales. Es-
tos programas estan en el fichero “programas.tgz”, estos programas vienen
preparados para ser compilados en “LiNUX”. Para compilarlos bajo otros
sistemas operativos unicamente tendras que crear el fichero del projecto y
compilar.

Cualquier sugerencia, critica y/o correccién serd bienvenida para la mejo-
ra y ampliacién de este documento.

Mi direccién de correo eléctronico es jadebustos@unoinfo.com. Siente
libre de distribuir, siempre y cuando sea de forma gratuita y altruista, este
documento. Queda expresamente prohibida la modificacion o alteracién de
este documento y los programas que le acompanan sin la expresa autorizacion
del autor del mismo.

© José Angel de Bustos Pérez, Agosto 2.001.

il



v

PREFACIO



Indice General

Prefacio

I Preliminares

1 Introduccién

1.1
1.2

1.3
14

1.5

1.6

1.7

Lenguajes y simbolos . . . . . . ... .. ... ....
Objetivos de la teoria de codigos . . . . . . . . . . ..
1.2.1 Ejemplos de la utilizacién de cédigos . . . . .
Notaciones . . . . . . .. ... ...
Los ejemplos fundamentales . . . . . ... ... ...

1.4.1 Cébdigo binario del “bit de control de paridad”

1.4.2 Cédigo binario de “triple repeticién” . . . . .
1.4.3 Cébdigo binario de “triple control” . . . . . ..

1.5.1 Primera hipétesis: “Canal discreto” . . . . . .
1.5.2  Segunda hipdtesis: “Errores aleatorios” . . . .
Resumen . . . . . . . .. ... L.
1.6.1 Alfabeto . . . . . ... ... ... .. .....
1.6.2 Palabras . . .. ... .. .. ... .......
1.6.3 Coédigos . . . .. ..o
1.6.4 Canales . ... ... .. .. ... .......
Ejercicios . . . . . ... Lo

II Cdédigos de bloques

2

Cédigos de bloques

2.1 Cédigo de bloques (n, m)
2.1.1 Longitud de un cédigo . . . . . . .. .. ...
2.1.2 Rangodeuncédigo. . . ... ... ... ...

iii

11
12
13
14
14
15
15
17
19
20
20
20
21
22
22
23
23
23



2 INDICE GENERAL
2.1.3 Razéndeuncéddigo . . ... . ... ... 28
2.1.4 Radio de recubrimiento de un cédigo . . . ... .. .. 28

2.2 Codificadores . . . . . . ... ... o 28
2.3 Decodificadores . . . . . ... ... ... oo 29
2.4 Procesadoresdeerror . . . . . ... ... ... ... 29
2.5 Nocién de distancia . . . . . . ... ... ... ... ... .. 30
2.5.1 Algunos ejemplos . . . . .. ... 31
2.5.2 Propiedades de las distancias . . . . . .. ... .. .. 32
2.5.3 Deteccién de errores mediante las distancias . . . . . . 32

2.6 Eleccién de buenos cédigos . . . . . ..o 33
2.6.1 Distancia minima . . . . . ... .. ... ... ... .. 34
2.6.2 Calculo de todas las distancias minimas . . . . . . .. 36

2.7 Correccion de errores . . . . . . . ... .o 36
2.8 ;Detectar o corregir? . . . . . .. ... L. 39
2.8.1 Probabilidad de error en el canal . . . .. ... .. .. 40
2.8.2 Ejemplos sobre probabilidad de error . . . . . ... .. 41

2.9 El teorema de Shannon . . . . . .. ... .. .......... 46
2.10 Ejemplos . . . . . ..o 46
2.10.1 Céddigo del bit de control de paridad . . . ... .. .. 46
2.10.2 Codigo de triple repeticién . . . . . . ... ..o L. 47
2.10.3 Céddigo del triple control . . . . . .. ... ... ... 48

2.11 Ejercicios . . . . . . .o e 49
IIT Cébdigos lineales 57
3 Cdbdigos lineales 59
3.1 Requisitos para cédigos lineales . . . . . . .. ... ... ... 59
3.2 ;Cuando un cédigo es lineal? . . . . . . . ... ... 60
3.2.1 Propiedades de los cédigos lineales . . . . ... .. .. 60

3.3 Calculo de la distancia minima . . . . . . ... ... ... .. 60
3.4 Codificadores . . . . . ... ... ... o 61
3.4.1 Matriz generadora . . . .. ... ..o 62
3.4.2 Forma estdndar de la matriz generadora . . . .. . .. 64

3.5 Ecuaciones de los cédigos lineales . . . . . . ... ... .. .. 64
3.5.1 Ecuaciones paramétricas . . . . . . . . ... ... ... 65
3.5.2 Ecuaciones implicitas . . . . ... ... ... ... ... 65

3.6 Deteccion de errores . . . . . .. ..o 66
3.6.1 Matrizdecontrol . . .. ... ... ... ... ..., 67
3.6.2 Forma estandar de la matriz de control . . . . . . . .. 67

3.6.3 Rango de la matriz de control . . . . . .. ... .. .. 68



INDICE GENERAL 3

3.7 Cédigosduales . .. .. .. ..o 69
3.8 Ejemplos. . . . . .. 70
3.8.1 (Cddigo del bit de control de paridad . . . . .. .. .. 70
3.8.2 (Cddigo de triple repeticion . . . . . ... oo 74
3.8.3 (Cddigo de triple control . . . . . ..o 7

3.9 Ejercicios . . . . ..o e 81
4 Procesamiento de error en cédigos lineales 83
4.1 Construccion de la tabla de un cédigo lineal . . . . .. .. .. 84
4.2 Estructura de una tabla estdndar . . . . .. .. .. ... ... 85
4.3 Procesamiento de errores . . . . . ... ..o 89
4.3.1 Correccién de errores . . . . . . ... 92

4.4 Errores que se corrigen adecuadamente . . . . . .. .. .. .. 93
4.4.1 Meétodo practico. . . . . . ..o 94

4.5 Deteccion y correccion de errores mediante la matriz de control 94
4.6 Condicion para la correccién de errores de peso uno . . . . . . 96
4.7 Relacion entre la distancia minima y la matriz de control . . . 97
4.8 Ejemplos. . . . . ... 99
4.8.1 (Cébdigo del bit de control de paridad . . . . . .. ... 99
4.8.2 (Cdbdigo de triple repeticion . . . . .. ..o 100
4.8.3 Cédigo de triple control . . . . . .. ... 102

4.9 Ejercicios . . . . . ..o e 105
5 Codigos r-perfectos 109
5.1 (Cébdigos binarios r-perfectos . . . . . . ... ... 110
5.1.1 Numero de palabras en un disco cerrado . . . . .. .. 110
5.1.2 ;Cuantos cédigos r-perfectos existen? . . . . . . . . .. 111
5.1.3 Casos posibles de codigos binarios perfectos . . . . . . 112

6 Codbdigos lineales de Hamming 115
6.1 Cédigos binarios de Hamming . . . . . . .. .. .. ... 115
6.1.1 Los cédigos de Hamming son lineales . . . . . . . . .. 116
6.1.2 Pardmetros de los cédigos de Hamming . . . . . . . . . 116
6.1.3 Palabras del cédigo Ham(k) . . ... ... ... .. .. 118
6.1.4 La matriz generadora de Ham(k) . . . ... ... ... 119

6.2 Ham(k) es el mejor cédigo con pardmetrosn, myd . .. ... 119
6.2.1 Ham(3) vs triple control . . . . .. ... ... ... .. 119

6.3 Simetriasen Ham(3) . . . . ... ... ... ... ... 122
6.4 Ejercicios . . . . . . ..o Lo 123



INDICE GENERAL

IV  Cédigos ciclicos

7 Codigos ciclicos

7.1
7.2
7.3

7.4
7.5

El anillo F[z]/(z™ —1) . . . . .. ... oo L
Caracterizacion de los cédigos ciclicos . . . . . . . ... . ...
Construccion de cédigos ciclicos . . . . . . . ...
7.3.1 Matriz generadora de un cédigo ciclico . . . .. .. ..
7.3.2 (Cédigo dual de un cédigo ciclico . . . . . . ... .. ..
Cédigos de Reed-Solomon . . . . . . . . ... ...
Ejercicios . . . . . . ..

8 Cddigos de Golay

8.1
8.2

8.3

Preliminares . . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
Construccién del cédigo Golay Goy . . . . . . . . . . . ...
8.2.1 Propiedadesde Goy . . . . . . . . ... ...
Construccién del cédigo Golay Gag . . . . . . . . ... .. ..

V Cédigos BCH

9 Introduccidn a los cédigos BCH

9.1
9.2

9.3
9.4

9.5

Matrices de Vandermonde . . . . . . . ... .00 L.
Preliminares . . . . . . . . .. ... oL
9.2.1 Funcionesno lineales . . . . . . ... ... ... ...
9.2.2 Funciones no lineales sobre F, . . . . . ... ... ...
Construcciéon de un cédigo BCH . . . . . .. ... ... .. ..
Cédigos BCH(k,t) . . . . . .. oo oo
9.4.1 Distancia minima para BCH(k,t) . ... ... ... ..
9.4.2 Matriz de control reducida . . . . . . . ... oL
Errores que corrige BCH(k,t) . . . .. ... ... ... ....

125

127
128
130
131
131
132
133
133

145
145
146
148
148



Indice de Figuras

1.1

3.1

3.2
3.3
3.4

3.5

3.6
3.7
3.8

3.9

3.10
3.11
3.12

6.1
6.2
6.3
6.4

9.1

Transmisién de la informacién. . . . . . . . . . . ... ... .. 11

Matriz generadora, en forma estdndar, del cédigo del bit de

control de paridad. . . . . . ... ... ... ... 72
Ecuaciones paramétricas del codigo del bit de control de paridad. 73
Ecuaciéon implicita del cédigo del bit de control de paridad. . . 74
Matriz de control, en forma estandar, para el cédigo del bit de

control de paridad. . . . . . ... ... ... ... 74
Matriz generadora, en forma estandar, del cédigo de triple

repeticion. . . . . . . .. L. 76
Ecuaciones paramétricas del codigo de triple repeticién. . . . . 76
Ecuaciones implicitas del cédigo de triple repeticién. . . . . . . 7
Matriz de control, en forma estdndar, del cédigo de triple

repeticiOn. . . . . ... 7
Matriz generadora, en forma estandar, del cédigo de triple

control. . . . . .. 79
Ecuaciones paramétricas del cédigo de triple control. . . . . . 80
Ecuaciones implicitas del cédigo de triple control. . . . . . . . 80

Matriz de control, en forma estdndar, del cédigo de triple control. 81

Matriz de control, en forma estdndar, de Ham(3). . . . . . . . 115
Matriz de control, en forma estdndar, de Ham(4). . . . . . . . 116
Ecuaciones implicitas del cédigo Ham(3). . . . . . ... ... 118
Palabras del cédigo Ham(3). . . . . . . ... .. .. ... ... 122
Matriz de control del cédigo BCH(4,2). . . . . . .. ... ... 156



INDICE DE FIGURAS



Indice de Tablas

1.1
1.2
1.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

6.1

Ejemplos del cédigo del bit de control de paridad. . . . . . . . 16
Palabras del cédigo de triple repeticién. . . . . . . . .. . . .. 17
Palabras del cédigo de triple control. . . . . .. .. ... ... 19
Tabla de sindromes del cédigo del bit de control de paridad. . 100
Tabla estandar del cédigo de triple repeticiéon. . . . . . . . .. 101
Tabla de sindromes del cédigo de triple repeticién. . . . . . . . 102
Tabla estandar del cédigo de triple control. . . . . . . . . . .. 103
Tabla de sindromes del cédigo de triple control. . . . . . . .. 105
Sindromes de Ham(3) y CTC.. . . . . . .. . ... ... ... 120



INDICE DE TABLAS



Parte 1

Preliminares






Capitulo 1

Introduccion

El tratamiento de la informacién supone la codificacién de un mensaje ori-
ginal y su transmisién, por un transmisor, a traves de un medio hasta un
receptor. El transmisor codifica el mensaje y lo transmite hasta el receptor,
una vez recibido el mensaje el receptor ha de decodificar el mensaje para asi
obtener el mensaje original.

Pero durante la transmisién, a traves del medio o canal , se pueden pro-
ducir errores, ocasionando estos una alteracién en el mensaje codificado.
Debido a esto el mensaje recibido no serd el mensaje original.

Mensaje original Codificador Errores
Canal
a=(ai,...,an) x = (Z1, ...,Zn) X+ e
I bl bl b R
a’=(a1’, ..., an’) xX=x+e
Mensaje erroneo Decodificar

Figura 1.1: Transmisién de la informacion.

Una vez decodificado el mensaje erroneo o’ se tratard de averiguar cual
es, con mayor probabilidad, el mensaje original a.

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 Lenguajes y simbolos

Para emitir un mensaje hay que hacerlo utilizando un determinado lenguaje,
comun al transmisor y al receptor. Todo lenguaje estard formado por un
conjunto de simbolos, los cuales formaran las palabras del lenguaje.

Los simbolos también recibiran el nombre de “bits”.
Ejemplo 1.1
Cuando queremos comunicarnos con una persona, transmitir un mensaje,
hablamos con esa persona en un idioma conocido por ambas partes, lenguaje,

y los simbolos que utilizamos son las letras del abecedario, nimeros, ...y el
medio o canal utilizado puede ser el habla o la escritura, por ejemplo.

Ejemplo 1.2 (I.S.B.N.)
Sistema internacional de libros.

Este sistema se utiliza para catalogar y numerar los libros. Estd formado
por palabras de 10 cifras y los simbolos que utiliza este lenguaje son:

SmbI.S.B.N. = {Oa ]-7 2: 35 4: 55 6, 75 8a 9}
Una palabra de este lenguaje serd:

a = (a1, a9, as, as, as, as, ar, ag, ag, G1g) G; € Smbrgpn. V i=1,...,10
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1.2 Objetivos de la teoria de cddigos

Los objetivos de la teoria de codigos son los siguientes:
e Construir cédigos para la transmisién de informacién.

e Dichos c6digos han de detectar cuando ha ocurrido un error en la trans-
mision de la informacién.

e Dichos cédigos deben corregir el mayor nimero posible de errores.

Con el fin de detectar y corregir los posibles errores ocurridos durante
la transmision del mensaje original introduciremos informacién redundante
acerca del mensaje original, con el fin de cotejar esta informacién con el men-
saje original y poder comprobar de esta forma si se produjo algin error en
la transmisién del mensaje.

No podemos abusar de la informacién redundante que introducimos. Al
introducir informacién redundante en el mensaje a transmitir obtenemos un
mensaje mas largo de transmitir, por lo tanto serd més costoso y lento el
poder transmitirlo. Por lo tanto si introducimos demasiada informacion re-
dundante tenemos la ventaja de poder detectar y corregir bastantes errores,
pero también tenemos el inconveniente de un mayor costo al transmitir la
informacion.

Otro objetivo que buscaremos serd que cuando se origine un error en la
transmisién de una palabra se produzca una palabra NO perteneciente al
cédigo. Por ejemplo si transmitimos una palabra “A”, ocurre un error y,
fruto de ese error la palabra que llega al receptor es “B”, la situacién ideal
seria que “B” NO perteneciera a nuestro coédigo. La explicaciéon de esto es
que si nos llega una palabra que NO es del cédigo que estamos utilizando
entonces se ha producido un error, mientras que si la palabra es del cédigo la
daremos como buena y no nos percataremos de que se ha cometido un error
en la transmision.
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1.2.1 Ejemplos de la utilizaciéon de cédigos
Los cédigos se usan de una manera continua en muchos campos, como por
ejemplo:
e En las comunicaciones:
— Radio.
— Television.

Satélites.

— Ordenadores.
e Sistemas de grabacién de datos:

— Voz.
— Video.
— CD-Rom.

e Comunicacidn escrita.

e Comunicacién oral(sonora).

1.3 Notaciones

Trabajaremos siempre, salvo que no se diga lo contrario, sobre el conjunto F,.
Este conjunto es un conjunto finito de ¢ elementos y supondremos siempre
que ¢ = p", donde p es un nimero primo y n € N.

Nuestros codigos estaran formados por palabras de n “bits” o simbolos,
donde cada palabra pertenece a IF,.

El conjunto de todas las palabras de n simbolos donde cada simbolo es
un elemento de I, lo denotaremos como IFZ.

Luego tendremos que:
FZ :{(GI;UQ,---,@n) ‘ a; EFq VZ:L,TL}

Como F, tiene un nimero finito de elementos, ¢, dado un nimero entero
n < oo podemos calcular la cantidad de elementos que tiene IFZ al cual de-
notaremos como |F, |.
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El nimero de elementos de F,, al que llamaremos orden de F,, serd el

nimero de combinaciones, distintas, que podemos hacer de n elementos de
Vi .
F, , es decir:
J
F,| = ¢" donde n € N

Los elementos de ]FZ los denotaremos de dos formas:

e (ai,...,a,) fundamentalmente cuando consideremos dicho elemento co-
mo elemento de una estructura algebraica.

® q;...a, fundamentalmente cuando consideremos dicho elemento como
elemento de un cédigo.

pero ambas notaciones sirven para hacer referencia al mismo elemento.

1.4 Los ejemplos fundamentales

Todo lo expuesto en estos apuntes sera aplicado a los siguientes ejemplos:
e Bit de control de paridad.
e Triple repeticion.
e Triple control.

De igual modo los cédigos que utilizaremos estardn formados por palabras
compuestas de 0 y 1, es decir los simbolos serdan {0, 1}.

En la practica la informacién redundante que introduciremos en los c6digos
se introduce al principio de la palabra, pero nosotros la introduciremos al fi-
1
nal".

1.4.1 Cddigo binario del “bit de control de paridad”

Este codigo estard formado por palabras de 8 simbolos.
C= {(ala Gz, a3, A4, s, A, Cl7,0,8) | a; € FQ Vi= ]-7 s 58}

Obviamente se tiene que C C Fg, ya que si se diera la igualdad unicamente es-
tarfamos codificando la informacién sin introducir informacién redundante?.

1Por comodidad
2Lo cual no serfa efectivo pues no podriamos conocer cuando se ha cometido un error
en la transmisién.
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Ahora bien, como hemos comentado antes introduciremos en el cédigo
informacién redundante. Esto quiere decir que en los ocho digitos que com-
ponen cada palabra del cédigo que vamos a utilizar tendremos unos digitos
que no aportan nada al mensaje que queremos transmitir, su unica utilidad
serd la de darnos informacion sobre la palabra que hemos transmitido y poder
comprobar si hubo algin error en la transmisién de dicha palabra.

En este cédigo se utiliza un tnico “bit” para transmitir esa informacion
redundate. Con lo cual tinicamente utilizaremos siete “bits” para codificar
informacién y otro “bit” adicional para dar informaciéon sobre la palabra
transmitida. Segun esto el numero de palabras de nuestro cédigo serd de
27 = 128, ya que son siete los “bits” que se emplean para codificar informa-
cién:

C = {(al,U/Q,ag,a4,a5,a6,a7,01) | a;, C1 € ]F2 V ’L = ]., .. ,7}

El “bit” ¢; de las palabras de este codigo recibe el nombre de “bit de control”
y aporta informacion sobre los siete “bits” anteriores.

Una vez conocidos ajasasasasagar 1a forma de determinar c; es la siguien-
te:

c1 serd tal que en la palabra haya un numero par de 1, es decir,
si en los “bits” anteriores hay un niimero impar de 1 ¢; = 1, en
caso contrario ¢; = 0.

Palabra | Bits de informacion | Bit de control | ;Palabra correcta?
01101111 0110111 1 Si
11101000 1110100 0 Si
00011000 0001100 0 Si
11100011 1110001 1 No
00010000 0001000 0 No
01010100 0101010 0 No

Tabla 1.1: Ejemplos del cédigo del bit de control de paridad.

Podemos ver que la informaciéon redundante, “bit” de control, lo hemos
situado al final de la palabra, es decir, es el “bit” menos significativo. En la
practica esto no ocurre ya que los “bits” de control se situan al principio de
la palabra, son los “bits” mas significativos.
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Ventajas del cédigo
Este c6digo tiene las siguientes ventajas:

1

e Afade poca informacién redundate, unicamente g de la informacién

transmitida es redundante.

e Detecta un error. Si en la transmisién se transmite un “bit” de forma
erronea’ entonces el “bit” de control no concuerda con los anteriores,
se produjo un error.

En realidad si se produce un nimero impar de errores el cédigo lo detecta,
pero no hay forma de saber cuantos errores se han cometido, por lo cual se
supone que se ha cometido un error.

Inconvenientes del cédigo

Este cédigo tiene los siguientes inconvenientes:

e Aunque se detecte un error no hay forma de saber en cual de los siete
“bits” de informacién se ha producido, luego no corrige errores.

e Si se produce un numero par de errores la palabra resultante es otra
palabra del cédigo, con lo cual no se detecta el error ya que se da por
buena.

1.4.2 Cdbdigo binario de “triple repeticion”

Este codigo consiste en repetir cada “bit” de informacion tres veces.

Bit de informacion | Palabra del cédigo
0 000
1 111

Tabla 1.2: Palabras del cédigo de triple repeticién.

¢ = {000,111} C F,

3Un 1 pasa a ser un 0 y viceversa.
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Ventajas del cédigo

Este cédigo tiene las siguientes ventajas:
e Detecta hasta dos errores.
e Corrige un error.

stamos suponiendo que en cada “bit” unicamente se produce un error, ob-
Est d da “bit” t d , ob.
servar que si en un “bit” se produce un nimero par de errores el “bit” queda
inalterado.

Para poder corregir, con este codigo, necesitamos una hipotesis adicional
sobre la probabilidad de errores en el canal. Es decir necesitamos conocer
que error es mas probable que se cometa en la transmision en el canal, dedi-
candonos a corregir el error que, con mas probabilidad, se cometa.

Supongamos que se realiza una transmision utilizando este codigo y se
recibe 010. Sabiendo que en el canal es mas probable que se cometan dos
errores que uno entonces tendremos que la palabra que, con mas probabili-
dad, se transmiti6 es 111. Esto no significa que la palabra transmitida fuera
111, ya que existe una probabilidad 1 — P, donde P es la probabilidad de
que se cometieran dos errores en la transmision, de que se produzca un error
en la transmision. La palabra transmitida pudiera haber sido 000 y haberse
cometido “un solo” error. Por eso en este codigo lo que se hace es corregir el
error que tiene mayor probabilidad de cometerse, existiendo siempre un mar-
gen de error en la correcciéon. Dicho margen viene dado por la probabilidad
de cometerse el error que no corregimos.

Si se produjeran tres errores, uno en cada “bit”, obtendriamos la otra
palabra del cédigo, es decir no detectariamos el error.
Inconvenientes del cédigo

Este codigo tiene los siguientes inconvenientes:

e Mucha informacién redundante. Este cédigo es lento transmitiendo,
razon por la cual no es efectivo ni practico.
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1.4.3 Cdbdigo binario de “triple control”
De este codigo se podria decir que es una mezcla de los dos cédigos ante-
riores. Consiste en dividir la informacion a transmitir en bloques de tres
“bits” y anadirle otros tres “bits” de control. Segun lo dicho nuestro codigo
serd, C C F,. Como la informacién se transmite en bloques de tres “bits”* el
cédigo tendrs 23 = 8 palabras.

El codigo sera:

C == {(ala as,0as3, C1, Ca, 03) donde a;, C; S ]FQ}

Los “bits” de control c¢; ,co y c3 estan determinados de la siguiente manera:

e ¢ es tal que el nimero de 1 en ajasc; sea par.

e ¢ es tal que el nimero de 1 en ajascy sea par.

e c3 es tal que el nimero de 1 en asazcs sea par.

Palabra | Bits de control
000000 000
001011 011
010101 101
100110 110
011110 110
101101 101
110011 011
111000 000

Tabla 1.3: Palabras del cédigo de triple control.

Ventajas del cédigo

Este codigo tiene las siguientes ventajas:

e Detecta un error y lo corrige.

4Los otros tres “bits” son informacién redundante.
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Inconvenientes del cédigo

Este codigo tiene los siguientes inconvenientes:

e La mitad de la informaciéon que se transmite es redundante.

1.5 ;Como modelizar la situacién?

Para poder elaborar una teoria que nos permita construir “buenos cédigos”®
con los que podamos transmitir informacion necesitaremos introducir una
serie de hipétesis sobre el modelo.

1.5.1 Primera hipdtesis: “Canal discreto”

Supondremos que en el canal por el que se transmite la informacion se trans-
mite “a golpes” discretos. Es decir con “paquetes” a los que llamaremos
BLOQUES o PALABRAS.

Resumiendo la informacion se divide en PALABRAS que se transmiten
de forma separada, es decir no se transmiten todas juntas. Las PALABRAS
de nuestro mensaje estaran formadas por SIMBOLOS, BITS o LETRAS.

1.5.2 Segunda hipoétesis: “Errores aleatorios”

El tipo de canal por el que se efectua la transmisiéon introduce “errores aleato-
N 7
108" .

En la realidad los errores no son asi, son “a rafagas”, es decir se deja de
enterder desde que empieza el “ruido” hasta que termina.

Nuestro modelo supondra que, dadas dos palabras A y B existe una
probabilidad (fija) de que se transmita A y se reciba B. Esta probabilidad
la denotaremos como Py p.

Definicién 1.1 (Canal Simétrico)

Diremos que un canal es “stmétrico” cuando Pyp = Pp a, es decir, la
probabilidad de que A pase a ser B es la misma probabilidad de que B pase
a ser A.

5Que detecten y corrijan errores, es decir que sean efectivos
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Siempre supondremos que nuestro canal sera:

e De errores aleatorios.

e Simétrico.

e P, g no depende ni de A ni de B, por lo tanto utilizaremos la siguiente

notacion Py p = P.

Caso en el que P <

. . ’ L 1
Siempre supondremos esta hipétesis: P < 3.

Caso en el que P > 3

En este caso cogemos la palabra que nos ha llegado, la damos la vuelta y ya
tenemos que P < 3.

Caso en el que P = 3

En este caso tenemos que si transmitimos un 0 puede llegar, indistintamente,
un 0 o un 1, con lo cual el canal considerado no es nada fiable y no es util
desde un punto de vista practico. Luego no consideraremos nunca este caso.

1.6 Resumen
Para transmitir informacién lo que haremos sera:
e Dividir la informacion en bloques o palabras.

e (Codificar cada palabra del mensaje utilizando un cédigo. Este paso
supone anadir a cada palabra informacién redundante para poder con-
trolar cuando se ha producido un error en la transmision y, en algunos
casos, corregir dicho error.

e Enviar el mensaje.
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Una vez recibido el mensaje para poder conocer el mensaje original:

e Comprobar cada palabra del mensaje recibido, utilizando la informa-
cién redundante®, para comprobar que no hubo ningtin error en la trans-
misién del mensaje. En caso de haberlo se tienen dos opciones:

— Intentar corregir el error, en el caso que el cédigo lo permita. Co-
rregir el error debe enterderse como calcular la palabra del cédigo
que, con mayor probabilidad, fue transmitida originalmente.

— Solicitar, de nuevo, la informacion erronea.

e Eliminar la informacién redundante introducida/’.

1.6.1 Alfabeto

Definicién 1.2 (Alfabeto)
Un “alfabeto” serd el conjunto de siimbolos utilizaremos para codificar el
mensaje.

En todo alfabeto existe un simbolo distinguido, que es el “espacio en blanco”.
Este simbolo nos permite distiguir cuando termina una palabra y comienza
la siguiente.

Por ejemplo si utilizamos como alfabeto Fy los simbolos serian {0, 1}.

1.6.2 Palabras

Definicién 1.3 (Palabra)
Entenderemos por “palabra” a una sucesion ordenada de simbolos de un
alfabeto.

En los casos que vamos a considerar las palabras seran elementos de IF'Z,
puesto que vamos a utilizar palabras de longitud fija.

El ntimero de elementos que posee F, es [Fy|".

6“Bits” de control.
"Decodificar el mensaje.
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1.6.3 Cdbdigos

Definicién 1.4 (Cédigos)
Llamaremos “codigo” al conjunto de palabras que utilizaremos para codificar
formacion.

L4 ’ . ’ . .

En los casos que vamos a considerar los cddigos seran subconjuntos de I,
. L
es decir C CF, .

1.6.4 Canales

El canal es el medio por el cual se transmite la informacion y sobre este canal
supondremos siempre que:

e Cumple la hipétesis de “canal discreto”®.

e Cumple la hipétesis de ” errores aleatorios”®.

e El canal es “simétrico”.

1.7 Ejercicios
Ejercicio 1.1

Dada una palabra cualquiera del cédigo de triple control, comprobar que es
lo que falla si se produce un fallo en cualquiera de los seis bits.

Solucidn:
Sea 110011 una palabra perteneciente al cédigo de triple control.

Todas las palabras del cédigo son de la forma:
C[6,3] = { (u1,u9, us, us + uo, Uy + uz, us + ug) u; € Fy }
Llamaremos a los bit de control:
CL =1U; +Uy Cy=1U]+U3 C3=Uy+ Us

Introduciremos un error en cada bit y veremos que bits de control fallan,
suponiendo siempre que los bits de informacién son correctos.

8 Apartado 1.5.1 en la pagina 20.
9 Apartado 1.5.2 en la pagina 20.
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Bit de error | Palabra erronea | Bits de control | Bits correctos
Primer bit 010011 011 101
Segundo bit 100011 011 110
Tercer bit 111011 011 000
Cuarto bit 110111 111 011
Quinto bit 110001 001 011
Sexto bit 110010 010 011

Ejercicio 1.2

Dados n,m € Z, n > 0 y m # 0. Probar que la condicidn necesaria y
suficiente para que exista un nimero entero m' tal que m-m' =1 mod n es
que m y n sean primos entre si.

Solucién:

1. Supongamos que existe m’ € Z tal que m-m' =1 mod n y veamos que
m y n son primos entre si.

Por hipétesis tendremos que:
m-m'=m-n+l=m-m'+(-m)-n=1 MeZ (1.1)

Por la Identidad de Bezout y (1.1) tenemos que m y n son primos entre
si.
2. Supongamos que m y n son primos entre si y veamos que existe un

nimero entero, m’, tal que m - m’ = 1 mod n.

Como m y n son primos por hipétesis aplicando la Identidad de Bezout
tendremos que existen a,b € Z tales que:

a-m+b-n=1

es decir:
a-m=(=b)-n+1=a-m=1modn

Tomando a como m' hemos terminado.
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Cédigos de bloques

25






Capitulo 2

Cdédigos de bloques

Hemos visto en el capitulo anterior que para enviar enviar informacion lo
haremos dividiendola en bloques o palabras y mandando los bloques por se-
parado. Pero no hemos dicho nada sobre la longitud de las palabras que
vamos a utilizar para mandar los mensajes.

Cuando utilizemos un cédigo para mandar informacion lo haremos siem-
pre, a no ser que se diga lo contrario, con una longitud fija de palabra.

2.1 Cddigo de bloques (n,m)

Definicién 2.1 (Cédigo de bloques de tipo (n,m))

Diremos que un cddigo de bloques es de “tipo (n,m)” cuando la longitud de
palabras del codigo sea de n bits y de esos n bits utilizemos m para trans-
mitir informacion. Es decir tendremos n — m bits para anadir informacion
redundante. A un cddigo de este tipo lo denotaremos como C[n,m].

Obviamente se tiene que n,m € N.

2.1.1 Longitud de un cédigo

Definicién 2.2 (Longitud de un cédigo)
Dado un cddigo de tipo (n,m) llamaremos “longitud del cédigo” al nimero
n, es decir, a la longitud de las palabras empleadas por el codigo.

27
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2.1.2 Rango de un cédigo

Definicién 2.3 (Rango de un cédigo)
Dado un cédigo de tipo (n,m) llamaremos “rango del cédigo” al nimero
m, es decir, al numero de bits utilizados para transmitir informacion.

2.1.3 Razdén de un cdédigo

Definicién 2.4 (Razén de un cédigo)
Dado un cédigo de tipo (n,m) llamaremos “razon del cddigo” al nimero
m <,

Nos interesan codigos cuya razén este cerca de 1. En estos cédigos intro-
duciremos pocos bits de control, por lo tanto son cédigos en los que se emplea
poco tiempo en su transmisién’.

2.1.4 Radio de recubrimiento de un cédigo

Definicién 2.5 (Radio de recubrimiento)
Dado un cddigo de tipo (n,m) llamaremos “radio de recubrimiento del
codigo” a:

p(C) = max{ min{ d(z,c) } }

.CCE]F"; ceC

La interpretacion de este numero es la siguiente:

p(C) es el menor nimero positivo, p, tal que las bolas B,(c) de
radio p y con centro en los puntos ¢ € C recubren IFZ.

2.2 Codificadores

Matematicamente hablando un “codificador” es una aplicacién que traduce
una palabra a su equivalente respecto de un cédigo.

Definicién 2.6 (Codificador)
Sea C un cddigo del tipo (n,m). Llamaremos “codificador” a una apli-
cacion biyectiva C, tal que:

C:F, — CCF,
r — u

'En comparacién con el mismo cédigo pero con més bits de control.
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La labor del “codificador” consiste en asignar una, y solo una, palabra del
codigo a cada palabra del lenguaje. Es decir, se limita a anadir los bits de
control a cada palabra del lenguaje.

Supondremos que los “codificadores” son estandar, es decir:
Cl@)=u= (21, "+, Tm,C1," ", Cnm) donde z;,c; € F,

donde los ¢; para j = 1,--+,n — m son los bits de control.

2.3 Decodificadores

Definicién 2.7 (Decodificador)
Sea C un cddigo del tipo (n,m), Llamaremos “decodificador” a una apli-
cacion biyectiva D, tal que:

D:F,>C = T,
u — T

La labor del “decodificador” consiste en asignar una, y solo una, palabra del
lenguaje a cada palabra del cédigo. Es decir, se limita a quitar los bits de
control a cada palabra del cédigo.

2.4 Procesadores de error

Cuando hemos recibido una transmisién, ;Como comprobar si ha habido

algin error en la transmisién?. Esta labor la realizan los “procesadores de
7

error” .

Definicién 2.8 (Procesadores de error)
Un “procesador de error”, desde el punto de vista matemdtico, para un
cddigo de tipo (n,m) es una aplicacion:
P: F, — T, xCln,m]
v —  (0/1,u)

tal que:
e Siv € Cln,m| entonces P(v) = (0,v).

e Siv ¢ C[n,m] entoces P(v) = (1,u'). Donde u' € C[n,m] es la palabra
que, con mds probabilidad, se transmitio originalmente. FEs decir u'
serd la palabra del codigo “mds parecida” a v.
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Cuando se recibe una palabra y esta pertenece al cédigo que se esta utilizan-
do, no quiere decir que no haya habido algin error en la transmisién. Puede
haber ocurrido algin error y la palabra resultante del error ser una palabra
del cédigo. Para evitar que ocurra esto se puede intentar “separar” las pala-
bras del cédigo lo més posible, pero para ello es necesario saber “como medir
distancias” dentro del cédigo.

Definicién 2.9 (Transmisién correcta)

Entenderemos por “transmision correcta” aquella que verifique que P(v) =
(0/1,u), donde P es el procesador de error, v es la palabra recibida y u es la
palabra transmitida originalmente.

Intentaremos utilizar cédigos en los que las palabras esten lo més “separa-
das” posible, ya que cuanto méas “separadas” esten entre si, mas dificil serd
que un error en una palabra del cédigo nos de otra palabra del cédigo. Con
lo cual el error seria indetectable?.

Una vez detectado un error en la transmisiéon supondremos que la palabra
que, con mas probabildad, fue transmitida originalmente serd aquella palabra
del cédigo que esté mas “cercana” a la palabra recibida.

2.5 Nocion de distancia

Dar una distancia en un cédigo equivale a decir cuando dos palabras en el
c6digo son diferentes y en “cuanto” difieren.

Dadas dos palabras ¢ = (a1, --,a,) y b = (b1,---,b,), donde a,b €
C[n,m] C T, se tienen las siguientes definiciones:

Definicién 2.10 (Igualdad de palabras)

Se dice que dos palabras a y b, del mismo codigo, son “iguales” cuando se
verifica que ¥ i se tiene que a; = b;. En caso contrario ambas palabras son
“distintas”.

Definicién 2.11 (Error en el lugar i-ésimo)
Dadas dos palabras a y b, del mismo codigo, diremos que hay un “error en
el lugar i-ésitmo” cuando a; # b;.

Medir la diferencia de dos palabras dadas, de un mismo cédigo, equivale a
dar una nocién de distancia, o lo que es lo mismo una “métrica”, en el coédigo.
Esta diferencia la mediremos utilizando la “distancia de Hamming”.

2A menos que se conozca, a priori, la palabra transmitida.
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Definicién 2.12 (Distancia de Hamming)

Dadas dos palabras a y b, del mismo cdodigo, definiremos su distancia como
el numero de i tales que a; # b;, o lo que es lo mismo, como el nimero de i
tales que a; — b; # 0. La distancia entre dos palabras la denotaremos como

d(a,b).

Matematicamente hablando tendremos, que la “distancia de Hamming” ven-
dra dada por una aplicacién:

d: F, xF, — 7'
(CL,b) — d(aab)

Como observaciéon diremos que esta “distancia” también se verifica para IFZ,
con lo cual la distancia no sélo estd definida en el c6digo, sino que también
estd definida en el total.

Definicién 2.13 (Error de peso k)
Dadas dos palabras a y b, de un mismo codigo, diremos que existe un “error
de peso k” si d(a,b) = k.

Definicién 2.14 (Peso de una palabra)
Llamaremos “peso de una palabra” o su distancia con el 0. El peso de
una palabra de n bits serd:

d((ay,...,a,),(0,.7.,0))

y lo denotaremos como w(u), con u = (ai,...,ay,)-

2.5.1 Algunos ejemplos

Consideremos un cédigo C[4,1] C F,. Cada palabra de F, seré de la forma
a = (CL]_, az, as, a4)-

e a=(0,0,1,0) y b = (1,1,1,1) entonces d(a,b) = 3 ya que a; # by,
as # by y ay # by. Es decir hay 3 bits que no coinciden. Tenemos un
error de peso 3.

e a=(0,1,0,1) y b= (0,1,0,1) entonces d(a,b) = 0 ya que a; = b; V 1.
Tenemos un error de peso 0, ambas palabras son iguales.

e a=(1,0,0,1) y b= (0,1,1,0) entonces d(a,b) = 4 ya que a; # b; V i.
Es decir ambas palabras no coinciden en ningun bit. Tenemos un error
de peso 4.
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2.5.2 Propiedades de las distancias

Hemos definido antes una aplicacion a la que hemos llamado “distancia de
Hamming”. Una “distancia” es una aplicacion que cumple una serie de
condiciones.

Dado un conjunto cualquiera A, diremos que una aplicacién, d, es una
distancia si es de la forma:

d:AxA — R
(aab) — d(aab)

y verifica las siguientes condiciones:
e d(a,b) >0V a,be Ayd(a,b)=0<= a=0b.
e d(a,b) =d(b,a) V a,b e A.
o “Desigualdad triangular”

d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) Va,bceA

. + . +
En nuestros casos A = IF'Z y en lugar de considerar R* consideraremos 7Z .

2.5.3 Deteccidon de errores mediante las distancias

Para detectar errores en una transmision utilizaremos una propiedad de las
distancias:

La distancia entre dos palabras es nula <= si ambas palabras
son la misma. d(a,b) =0 <= a = b.

Cuando hayamos recibido una palabra en una transmisién lo que haremos
para detectar si ocurrio algin error en la transmisién sera:

e (Calcular la distancia de la palabra recibida, u, a todas las del cédigo.

e Si alguna de las distancias es nula entonces se tiene que la palabra
recibida u pertenece al cédigo. En caso contrario la palabra recibida
u no pertenece al cédigo, con lo cual habra ocurrido algin error en la
transmision.
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2.6 Eleccion de buenos cédigos

Ya hemos comentado anteriormente que al transmitir una palabra se pro-
duzca un error, y este error genere otra palabra del codigo, con lo cual el
error cometido seria indetectable. Por ejemplo en el “cddigo de triple repeti-
cidn”, el cual estd formado unicamente por dos palabras C[3,1] = {000, 111}
supongamos que transmitimos la palabra 000 y se cometen errores:

e de peso 1, eso significaria que la palabra recibida seria una de las
siguientes:

— 100.
— 010.
— 001.

donde el error es detectable, ya que ninguna de ellas pertenece al cédigo.

e de peso 2, eso significaria que la palabra recibida seria una de las
siguientes:

— 110.
— 101.
— 011.

donde el error sigue siendo detectable, ya que ninguna de ellas pertenece
al cadigo.

e de peso 3, eso significaria que la palabra recibida serd la siguiente:
— 111.

donde el error es indetectable, ya que la palabra recibida pertenece al
cédigo.

Luego con este cédigo podemos detectar errores de peso 2 ya que sus palabras
tienen una distancia entre si de 3.

De esto se deduce que para poder detectar errores de peso s + 1 hemos
de utilizar cédigos cuyas palabras disten entre si s.
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2.6.1 Distancia minima

Supongamos que tenemos un cédigo C[n, m| C IFZ, la distancia minima de
dicho c6digo es un dato importante. Esto es debido a que nos indica que
tipos de errores se detectan en el codigo.

Definicién 2.15 (Distancia Minima)

Llamaremos “distancia minima” de un cédigo a la minima distancia en-
tre todos los posibles pares de palabras que podamos formar con las palabras
del codigo. Es decir:

Amin(C[n,m]) = min ]{ d(a,b) }

a,beCln,m
a#b

Observar que todos los cédigos que utilizaremos van a ser subconjuntos de
cuerpos finitos y entonces tiene sentido hablar de “distancia minima”.

A esta distancia para abreviar nos referiremos como d,;;,.
Muchas veces un cédigo C[n, m] se suele denotar como C[n, m, dpn]-

Dado un cédigo Cln, m, dp:y| tendremos que la distancia minima, entre
dos palabras diferentes, de dicho cédigo es de d,,;,. Luego difieren en, al
menos, d;,, bits. En un cédigo de este tipo son detectables errores de peso
menor, estrictamente, que d,,;,, mientras que los errores de peso mayor o
igual que d,;, son indetectables?.

3Generalmente, ya que puede darse el caso en el que un error de peso mayor que la
distancia minima sea detectable.
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Teorema 2.1 (Teorema de deteccién de errores)
Un codigo detecta errores de peso menor o igual que s <= d,ni, €S Mayor,
estrictamente, que s.

Demostracion:

= | Supongamos que tenemos un cédigo C que detecta errores de peso
menor o igual que s.

Segiin lo visto en el apartado (2.5.3), en la pagina 32, detectar un error
de peso menor o igual que s significa que, si dada una palabra del cédigo
cualquiera alteramos, a lo sumo, s de sus bits, entonces la palabra resultante
NO pertenece al cédigo. Mientras que si alteramos mas de s de sus bits la
palabra resultante podria pertenecer al cddigo. Esto nos dice que dos pala-
bras del cédigo difieren en s + 1 bits, por lo menos. O lo que es lo mismo
que la distancia minima, d,,;,, del cédigo es mayor, estrictamente, que s.

< | Supongamos que tenemos un cédigo C con distancia minima d,
verificando que d,;, > s.

Entonces si, dada una palabra cualquiera del c6digo alteramos, a lo sumo,
s de sus bits entonces la palabra obtenida no pertenecerd al cédigo. Pero
segin lo visto en el apartado (2.5.3), en la pdgina 32, esto es equivalente a
detectar errores de, a lo sumo, peso k.

De todo esto se deduce que, cuanto mayor sea la distancia minima mayor
numero de errores detectard el cédigo. Los cédigos cuya distancia minima sea
“grande” seran buenos cédigos, ya que podremos detectar un mayor nimero
de errores. Asi mismo cuanto mayor distancia minima tenga un c6digo més
dificil sera que un error en una palabra transmitida de como resultado otra
palabra del cédigo, con lo cual el error seria indetectable.
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2.6.2 Calculo de todas las distancias minimas

Ya hemos visto que para calcular la distancia mimina de un c6digo tenemos
que calcular la distancia de cada elemento a todos y cada uno de los otros.

Como los c6digos son finitos, tienen un nimero finito de elementos, pode-
mos calcular el numero de distancias que tenemos que calcular.

Dado un cédigo C el cual tiene |C| palabras. Para calcular la distancia
minima del codigo tendremos:

e Dada una palabra del cédigo tendremos que calcular la distancia de
dicha palabra con el resto de palabras del cédigo. Como el codigo tiene
|C| palabras entonces tendremos que calcular |C| — 1 distancias.

e Como tenemos que repetir esta operaciéon con todas las palabras del
c6digo entonces tendremos que calcular |C| - (|C| — 1) distancias.

Luego el niimero total de distancias a calcular es de |C]- (|C| — 1) distancias.

2.7 Correccion de errores

Ya hemos visto como detectar cuando ha ocurrido un error en una trans-
mision, pero eso no es suficiente. También hay que saber cuando y como se
puede corregir un error. Los procesadores de error* seran los encargados de
detectar y corregir los errores.

Hemos visto que calculando la distancia minima de un cédigo podemos
saber hasta que peso se pueden detectar errores.

Pero una vez detectado que se ha cometido un error, ;como elegir la
palabra adecuada que se transmitié originalmente?. Esto también lo haremos
mediante la distancia minima.

4 Apartado (2.4) en la pagina 29.
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Supongamos que recibimos una palabra w y deseamos ser capaces de co-
rregir todos los errores de peso 1. Una vez recibida la palabra w y sabiendo
que se ha cometido un error de peso 1 deberia haber una tnica palabra del
c6digo u tal que d(u,w) = 1. Pero se puede dar el caso en el que existan
u,v € C tales que d(u,w) = d(v,w) = 1, entoces en esta situacién, ;que
palabra elegiriamos como correcta?.

El mismo razonamiento se puede seguir para errores de peso k.

Definicién 2.16 (Correccién de errores de peso k)

Dada una palabra w en la que sabemos que existe un error de peso k, a lo
sumo, diremos que un codigo C corrige errores de peso menor o iqual que k
<= existe una y sélo una palabra u € C tal que d(u,w) < k para cualquier
w en el que se cometa un error de peso k, a lo sumo.

Para solucionar este problema elegimos cédigos en los que las palabras
esten bastante separadas.

Teorema 2.2 (Teorema de correccién de errores)

Dado un cddigo C se pueden corregir, sin problemas, todos los errores de peso
menor o igual que t <= su distancia minima, di,, €s mayor o igual que
2-t+1.

Demostracion:

= | Supongamos que tenemos un cédigo que es capaz de corregir errores
de peso menor o igual que ¢. Entonces si recibimos una palabra w en la que
sabemos que existe un error de peso t, a lo sumo, entonces existird una y soélo
una palabra u € C tal que d(w,u) < t.

Lo demostraremos por reduccién al absurdo. Supondremos que existen
dos palabras en el cédigo, ui,us € C, tales que d(uy,us) < 2-t.

Sea w una palabra tal que:
e Coincide con u; en los bits en los que coinciden u; y us.
e Coincide con u; en los t primeros bits en los que u; y us no coinciden.

e Coincide con uy en los bits siguientes, a los ¢ primeros, en los que u; y
U9 NO coinciden.

De esta construccién es claro que d(w, ug) = t.
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Supongamos que u; y us son palabras de n bits que coinciden en m bits.
Entonces tendremos que d(w,u;) =n—m — ([n —m| —t) =t.

Suponemos que recibimos la palabra w y sabemos que se cometié un error
de peso t, a lo sumo, en la transmision. Entonces la palabra que se transmitio
originalmente es la tinica palabra del cddigo, u, tal que d(w,u) < ¢ ya que
por hipétesis el céddigo corrige errores de peso menor o igual que ¢.

Ahora bien, tenemos en el cédigo dos palabras, u, us, tales que verifican
que d(w,u;) < t para ¢ = 1,2. Pero esto no puede ocurrir por hipétesis ya
que unicamente puede haber una palabra en el c6digo que cumpla la condi-
cién. Hemos llegado a una contradiccién al suponer que d(uy, us) < 2-t para
u1,us € C. Entonces se tendra que d(u1,us) > 2 -t para uy, us € C, es decir,
d(ui,ug) > 2-t+1 para ug,ug € C = dpipy >2-t+1.

< | Supongamos que tenemos un c6digo cuya distancia minima, dy,,, s
mayor o igual que 2 -t + 1.

Supongamos que se ha realizado una transmision y se ha recibido la pa-
labra w, conociendo que se ha cometido un error de, a lo sumo, peso t.
Obviamente w ¢ C, ya que en caso contrario el error no serfa detectable.

Supongamos que existen dos palabras en el cédigo u,v € C tal que
d(u,w) <ty d(v,w) < t. Entonces utilizando la desigualdad triangular
se tiene que:

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) = d(u,w) + d(v,w) =t+t=2-1

Es decir d(u,v) < 2-t, lo cual es falso ya que como u,v € C se tiene, por
hipétesis, que d(u,v) > 2 -1+ 1.

De todo esto se deduce que sélo hay una y séla una palabra en el cédigo,
u, tal que d(u,w) < t, con lo cual u es la palabra que se transmitié original-
mente. Es decir podemos corregir errores de peso menor o igual que t.

En todo esto hemos supuesto que siempre existe una palabra en el codigo,
u, tal que d(u,w) < t. Si esta palabra no existiera no tendria sentido este
teorema, ya que es en dicha palabra en la que se produce el error, luego
siempre existe una palabra, por lo menos, en el cédigo verificando la condicién
d(u,w) < t.
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Podemos interpretar el resultado de este teorema como:

Corregir adecuadamente cuesta el doble que detectar.

Definicién 2.17 (Cédigo t-detector de errores)
Diremos que un cddigo es un “codigo t-detector de errores” si verifica
que dpyin =2 -1+ 1.

Podemos mezclar los teoremas 2.1 y 2.2 en un sélo teorema:

Teorema 2.3 (Teorema de deteccién y correccién de errores)
Un codigo corrige errores de peso menor o igual que t y detecta errores de
peso menor o igual que ' = s+t <= dpin > 2-t+s+1=1t+s +1.

2.8 jDetectar o corregir?

Si observamos los ejercicios de este capitulo, en la pagina 49, podemos ver
que en los cédigos de “triple repeticion” y de “triple control” tenemos una
de las dos siguientes opciones:

e Detectar y corregir un error.

e Detectar dos errores y no corregir.



40 CAPITULO 2. CODIGOS DE BLOQUES

2.8.1 Probabilidad de error en el canal

Para saber cual de las dos opciones utilizar necesitaremos conocer “algo” mas
sobre el canal de transmisién. Ese “algo” sera la “probabilidad de errores en
el canal”.

Teorema 2.4 (Resultados sobre la probabilidad de error)
Supongamos que tenemos un canal simétrico, aleatorio, binario y con una
probabilidad de error P. En dicho canal transmitiremos palabras de longitud
n mediante un codigo de bloques.

1. La probabilidad de que ocurra un error concreto de peso k serd:

Pk: . (1 _ P)n—k‘

2. La probabilidad de que ocurra un error cualquiera de peso k serd:

(Z) . Pk.(1— pyrk

Demostracion:

1. Si se ha cometido un error especifico de peso k entonces tendremos que
k bits son incorrectos y los n — k restantes son correctos.

La probabildad de tener un bit en particular incorrecto es P, por lo
tanto la probabilidad de que un bit en particular sea correcto es 1 — P.
Como el canal es aleatorio todas estas probabilidades son independien-
tes.

De todo esto y de que tenemos k bits erroneos y n— k correctos se tiene
que la probabilidad buscada es:

Pk: . (1 _ P)n—k‘

2. El numero total de palabras con un error de peso k es el mismo que
la cantidad de formas de elegir £ lugares de error, que es (2) Como
los errores son excluyentes, que si ocurre uno no puede ocurrir otro,
tenemos entonces que la probabilidad de que ocurra uno de ellos es la
suma de las probabilidades de cada error, es decir:

(Z) Pk (1 - pyrk
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Teorema 2.5 (Probabilidad de transmisiones correctas)
Supondremos que utilizamos un codigo de bloques para transmitir un mensage
sobre un canal binario y simétrico. Tenemos los siguientes resultados:

1. La probabilidad de que un procesador de error produzca la palabra co-
rrecta es la suma de las probabilidades de error de los errores que el
procesador de error puede corregir.

2. Silos errores que el procesador de error puede corregir son independien-
tes de la palabra transmitida entonces la probabilidad de que el mensaje
se haya recibido correctamente es la suma de las probabilidades de que
se den los errores que el procesador corrige.

Demostracion:

1. Los errores que el procesador corrige son excluyentes, ya que si se pro-
duce un error no se puede producir otro. Entonces la probabilidad de
que uno ocurra es la suma de sus probabilidades individuales.

2. Como los errores que el procesador corrige son independientes de la
palabra entonces la probabilidad de transmisién correcta es la suma de
las probabilidades individuales de los errores que el procesador de error
corrige.

2.8.2 Ejemplos sobre probabilidad de error

Supongamos que vamos a transmitir un mensaje de 10000 bits por un canal

con una probabilidad de error de ﬁ. Esto significa que hay una probabildad

de error en cada bit de -+, o lo que es lo mismo, que hay una probabilidad

1000°
de transmision correcta en un bit de 1 — = 0.999.

1
1000

Sin utilizar ningin tipo de codificacién la probabildad de transmisién
correcta es (0.999)190%0 ~ 0.000045.
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Cdédigo del bit de control de paridad

Este cédigo detecta hasta un error en cada palabra transmitida de longitud
ocho, pero no lo corrige.

e Probabilidad de que no haya errores en una palabra.

Como una palabra tiene 8 bits la probabilidad de que no haya error en
una palabra sera:
(0.999)% ~ 0.992028

e Probabilidad de que haya un error en una palabra.

La probabilidad de que ocurra un error en una palabra es la probabili-
dad de que en una palabra haya siete bits correctos y uno incorrecto:

8
(0.999)7 - Tooo = 0.007944

e Probabilidad de transmisién correcta.

Como queremos transmitir 1000 bits con este cédigo los agruparemos
en bloques de siete mas el de control. Estas seran las palabras, luego
la probabilidad de transmisién correcta sera la probabilidad de que no
haya ningtn error en la transmisién, ya que el cdigo no corrige errores:

10000

(0.992028) 7

~ 0.000011

e Probabilidad de que no ocurra un error indetectable.

La probabilidad de que no ocurra un error indetectable es la misma de
que ocurra un error detectable, es decir, de que no ocurra ningtin error
o de que ocurra un error:

10000

((0.992028) + (0.007944)) 7

=~ 0.960789
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Cédigo de triple repeticién
Podemos ver en el ejercicio 2.4 que en este cdigo se presentan dos situaciones:

1. Supondremos que es mas probable que se cometan dos errores que uno
en cada palabra transmitida. En este caso no se podra corregir el error
pero se detectaran errores simples y dobles.

e Probabilidad de que no haya errores en una palabra.

Como una palabra tiene 3 bits la probabilidad de que no haya
error en una palabra:

(0.999) ~ 0.997003

e Probabilidad de transmisién correcta.

Como hemos de transmitir 10000 bits y con este codigo por cada
bit de informacion hemos de transmitir 3 bits, tendremos que va-
mos a transmitir un total de 30000 bits. Luego la probabilidad de
transmisién correcta sera:

(0.999)3%0% ~ 9 218214~

e Probabilidad de que no ocurra un error indetectable.

En el caso que estamos considerando el cédigo detecta que ha
ocurrido un error y supondra que es un error doble, luego el tinico
caso en el que no detectara un error sera cuando ocurra un error
triple, es decir, que se inviertan todos los bits de una palabra
transmitida. Como la probabilidad de error del canal es ﬁ en-
tonces tenemos que la probabilidad de que se haya un error triple

sera: 1 A3
(o) =1

Como vamos a transmitir 10000 bloques de tres bits entonces la
probabilidad de que no ocurra un error triple, indetectable, sera:

(1 —107%)1%9% ~ 0.99999
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Podemos ver que este cédigo tiene un probabilidad practicamente nu-
la de que ocurran errores indetectables, pero la probabilidad de que
ocurran errores, detectables, en cada palabra es altisima. Y teniendo
en cuenta que el cédigo no corrige errores necesitaremos una gran can-
tidad de retransmisiones, que, junto con el hecho de que la razén del
cédigo es baja, %, hace que transmitir de esta manera sea lento y poco
recomendable.

. Supondremos que es mas probable que se cometa un error que dos en

cada palabra transmitida. En este caso podremos corregir el error.

e Probabilidad de que no haya errores en una palabra.

Como una palabra tiene 3 bits la probabilidad de que no haya
error en una palabra:

(0.999)% ~ 0.997003

e Probabilidad de que haya un error en una palabra.

La probabilidad de que ocurra un error en una palabra es la pro-
babilidad de que en una palabra haya dos bits correctos y uno
incorrecto:

3
(0.999)? - To0o = 0.002994

e Probabilidad de transmision correcta.

La probabilidad de transmision correcta es la probabilidad de que
no ocurra ningin error o de que ocurra uno® en todas y cada una
de las palabras transmitidas, que son 10000, entonces:

((0.997003) + (0.002994))%% ~ 0.970445

e Probabilidad de que no ocurra un error indetectable.

La probabilidad de que no ocurra un error indetectable es la mis-
ma de que ocurra un error detectable, es decir, de que no ocurra
ningin error o de que ocurra un error:

((0.997003) + (0.002994))'9%% ~ 0.970445

SEl c¢édigo corrige un error.
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Cdédigo del triple control

Supondremos que es mas probable que se cometa un error que dos en cada
palabra transmitida. En este caso podemos corregir el error.

e Probabilidad de que no haya errores en una palabra.

Como una palabra tiene 6 bits la probabilidad de que no haya errores
en una palabra:
(0.999)° ~ 0.994015

e Probabilidad de que haya un error en una palabra.

La probabilidad de que ocurra un error en una palabra es la probabili-
dad de que haya cinco bits correctos y uno incorrecto:

6
(0.999)° - 000 = 0.005970

e Probabilidad de transmisién correcta.

La probabilidad de transmision correcta es la probabilidad de que no
ocurra ningin error o de que ocurra uno® en todas y cada una de las

palabras transmitidas, que son %:

10000

((0.994015) + (0.005970)) s

~ (.951229

e Probabilidad de que no ocurra un error indetectable.

La probabilidad de que no ocurra un error indetectable es la misma de
que ocurra un error detectable, es decir, de que no ocurra ningin error
o de que ocurra un error:

10000

((0.994015) + (0.005970)) 2

~ (0.951229

6El c4digo corrige un error.
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2.9 El teorema de Shannon

Claude Shannon demostré en 1.948 que existe una constante llamada “ca-
pacidad del canal”, C(P), para cualquier canal simétrico, binario y con pro-
babilidad P tal que siempre existen codigos de bloques donde la probabilidad
de transmisién correcta estd arbitrariamente préxima a C(P).

Teorema 2.6 (de Shannon, 1.948)

Dado un canal simétrico, binario y con probabilidad P siempre existen codigos
de bloques donde la probabilidad de transmision correcta estd arbitrariamente
proxima a:

C(P)=1+P-log, P+ (1—P) - logy(1—P)
La constante C(P) recibe el nombre de “capacidad del canal”.

Supongamos que la probabilidad de error del canal es P = % entonces

se tiene que C(3) = 0, es decir, la probabilidad de transmisién correcta en
un canal de este tipo es practicamente nula. Con lo cual no es aconsejable
trabajar con canales de este tipo.

2.10 Ejemplos

2.10.1 Cdbdigo del bit de control de paridad

Este cddigo serd un cédigo del tipo (8,7), es decir:
e El cédigo utiliza palabras de 8 bits de longitud.

e El codigo utiliza 7 bits para transmitir informacion.

C[8,7 ={(a1,---,a7,a3) donde a; € Fo} C IF';

donde ag es tal que el nimero de 1 en la palabra es par, es decir:

7
ag — E a;
1=1

donde la suma es la suma en [F,, si la suma es par entonces cero y en caso
contrario uno.
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Codificador
El codificador para este codigo serd el siguiente:

C:F, = ¢C

7
(a1, a7) — (a,- '=a7,01=zaz)
i=1
Decodificador
El decodificador para este codigo serd el siguiente:
D:C = F,
(al,"',a’?,Cl) — (ala"'aa7)

Distancia minima del cédigo

La distancia minima para este codigo es 2.

Para calcular la distancia minima de este cédigo tendremos que calcular
27 (27— 1) = 16.256 distancias y quedarnos con la menor.
Razoén del cédigo

Este cédigo utiliza 8 bits para transmitir, de los cuales 7 son de informacién
su razon es %.

2.10.2 Cébdigo de triple repeticion

Este cddigo serd un cédigo del tipo (3, 1), es decir:

e El cédigo utiliza palabras de 3 bits de longitud.

e El cédigo utiliza 1 bit para transmitir informacién.
C[3,1] = {000,111} C F,

Codificador

El codificador para este cédigo serd el siguiente:

C : IFQ L) C
0 — 000
1 — 111
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Decodificador
El decodificador para este codigo serd el siguiente:
D:C L) ]F2
000 — 0
111 — 1

Distancia minima

La distancia minima para este codigo es 3.

Para calcular la distancia minima de este cédigo tendremos que calcular
2! . (2! — 1) = 1 distancia y quedarnos con la menor.
Razén del cédigo

Este cédigo utiliza 3 bits para informacién, de los cuales 1 es de informacién

su razén es %

2.10.3 Cdbdigo del triple control

Este cddigo serd un cédigo del tipo (6, 3), es decir:

e El cédigo utiliza palabras de 6 bits de longitud.

e El cédigo utiliza 3 bits para transmitir informacion.

C[6, 3] = {(a1, as, as, c1,ca,c3) donde a;,c; € Fo} C IF;

donde ¢y, ¢y y c3 estan determinados por aq, as y as.

Codificador
El codificador para este codigo serd el siguiente:
C: ]F; = C
(a1,a9,a3) —> (a1,as,as,c1,co,cC3)
Decodificador
El decodificador para este cédigo sera el siguiente:
D:¢C = ]F;

(a17a25a3501562:c3) — (alaa2aa'3)
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Distancia minima
La distancia minima para este codigo es de 3.

Para calcular la distancia minima de este codigo tendremos que calcular
23 . (22 — 1) = 56 y quedarnos con la menor.

Razoén del cédigo

Este cédigo utiliza 6 bits para transmitir, de los cuales 3 son de informacion

4 3 1
su razon es g = 3.

2.11 Ejercicios
Ejercicio 2.1 Comprobar que la distancia de Hamming es una distancia.

Solucién:
Sea C un cédigo, entonces la distancia de Hamming serd una aplicacion de

la forma:
d:CxC—17"

Recordemos que la distancia de Hamming, entre dos palabras, es el nimero
de bits en el que no coinciden.

e d(z,y) >0y d(z,y) =0<+= v =y.

Como la distancia entre dos palabras es el nimero de bits en el que no
coinciden esta distancia siempre serd mayor o igual que cero.

La distancia entre dos palabras serd cero si y sélo si coinciden en todos
sus bits, luego ambas palabras serdn las mismas.

e d(z,y) = d(y, z).

El nimero de bits en el que no coincide x con ¥y es el mismo que el de
y con x.
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e Desigualdad triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)-

Sean x,y, 2z € C tres palabras cualesquiera del cédigo.

Definamos los siguientes conjuntos:
U={i|x; # 2z}
U es el conjunto de indices en los que z y 2z no coinciden.
S={ilzi#2zyx=y}

S es el conjunto de indices en los que x y 2z no coinciden y en los que
x e y coinciden.

T={i|zi#zyw#uy}
T es el conjunto de indices en los que x y z no coinciden y en los que
x e y tampoco coinciden.

Entenderemos por #U, #S y #7T al nimero de elementos de los con-
juntos U, S y T respectivamente.

De las definiciones anteriores se deduce que:
#U = d(z,2) = #5 + #T (2.1)

Como d(z,y) es el nimero de indices en los que no coinciden z e y
tenemos entonces:

d(z,y) > #T (2.2)
De la definicién de d(y, z) y de S se tiene que:
d(y,z) > #S (2.3)

Si sumamos miembro a miembro (2.2) y (2.3) y tenemos en cuenta (2.1)
tenemos:

d(z,2) < d(z,y)+ d(y, 2)

que es lo que queriamos demostrar.
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Ejercicio

L4 dmm

2.2 Comprobar que en el codigo del “bit de control de paridad”:

=2.

e Detecta errores simples, s' = 1.

e No corrige ningun error, t = 0.

Solucion:

e Distancia minima.

— dmin = 0 no puede darse nunca, por definicion de d,;,.

— dmin = 1 este caso tampoco puede darse. Supongamos que tene-

mos una palabra cualquiera del c6digo, a = (ay,---,a7,¢1), y que
existiera otra palabra del cddigo, b, tal que d(a,b) = 1. Esto im-
plicaria que todos los bits de ambas palabras son iguales excepto
uno. Obviamente el dltimo bit no podria ser ya que si a una pa-
labra del cédigo le cambiamos el dltimo bit la palabra resultante
no pertenece al cédigo’. Luego para que d(a,b) = 1 tendriamos
que alterar uno de los siete primeros bits, y en ese caso la palabra
resultante tampoco perteneceria al cédigo®. Luego deberiamos
cambiar dos bits para que la palabra resultante perteneciera al
c6digo entonces d(a,b) = 2. Luego en el c6digo no existen a,b € C
tales que d(a,b) = 1.

dmin = 2 De lo dicho en el apartado anterior se deduce que en
el codigo existen palabras a,b € C tal que d(a,b) = 2. Para
ello basta con coger una palabra cualquiera del cédigo, por ejem-
plo a = (0,0,1,1,0,0,1,1), alterar uno cualquiera de sus siete
primeros bits y poner como bit de control el correspondiente para
cumplir la condicién de paridad. Por ejemplo si cambiamos a; = 0
por 1 el bit de control pasaria de ser 1 a ser 0, con lo cual
b=(0,1,1,1,0,0,1,0) = d(a,b) = 2, y como a,b € C se tiene
que dpim = 2.

e Errores que detecta.
Para ello utilizamos el teorema 2.1 de deteccion de errores. Por este
teorema para detectar errores de peso s se tiene que cumplir que d,,;, >
s+ 1. Pero como tenemos que d,,;, = 2 entonces s’ = 1. Luego este
codigo detecta errores simples.

"No se cumple la condicién de tener una cantidad par de unos en la palabra.
8Ya que tendriamos que cambiar el dltimo bit para cumplir la condicién de paridad
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e Errores que corrige.
Para ello utilizamos el teorema 2.3 de deteccion y correccién de errores.
Por este teorema para corregir errores de peso t se tiene que cumplir
que dyim > t+ s+ 1. Pero como tenemos que d;, = 2y s = 1
entonces ¢t = 0. Luego este c6digo no corrige errores.

Ejercicio 2.3 Comprobar que en el cédigo de “triple control”:
® dyin = 3.
e Detecta errores dobles o simples, s' =2 o s’ = 1.

e No corrige ningun error o corrige uno, t =0 ot = 1.

Solucién:
Recordemos que:

C:{(x,y,z,a,b,c)eng donde a =x+y, b=x+2, c=y+z}
o lo que es lo mismo:
C={(z,y,z2,2+y,x+ 2,y + 2) donde z,y,z € Fy }
e Distancia minima.

— dmin = 0 no puede darse nunca, por definicién de d,,ip.

— dpyin = 1 tampoco puede darse debido a que si tenemos dos pa-
labras a,b € C tales que d(a,b) = 1 entonces ambas palabras
coincidirian en todos sus bits menos en uno. El bit donde no
coinciden no puede ser ninguno de los tres tltimos®, ya que si co-
inciden en los tres primeros han de coincidir en los tres ultimos
para que ambas palabras pertenezcan al cédigo. Luego si se dife-
rencian en un, bit forzosamente ha de ser uno de los tres primeros.
Si se diferecian en uno de los tres primeros bits,también se han
de diferenciar en dos de los tres tltimos' luego su distancia no
seriauno, sino tres. Por lo tanto en el cédigo no existen palabras
cuya distancia entre si sea uno.

9Bits de control.
10Para satisfacer las condiciones de paridad de unos.
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— dmin = 2 por el mismo motivo que en el caso anterior si dos pa-
labras del cédigo se diferencian en dos bits, estos bits han de ser
dos de los tres primeros. Si dos palabras del cédigo se diferencian
en dos de sus tres primeros bits, forzosamente se tienen que dife-
renciar en dos de los tres ultimos y, problablemente, también en
el otro bit del final. Con lo cual la distancia entre ambas palabras
seria, como poco, de cuatro. Luego en el cddigo no puede haber
palabras cuya distancia entre si sea dos.

— dmin = 3 cojamos una palabra cualquiera del cédigo, por ejemplo
a = (0,0,1,0,1,1). Cambiemos uno de sus tres primeros bits y
pongamos los tres ultimos de tal forma que la palabra obtenida
pertenezca al cédigo, por ejemplo b = (1,0,1,1,0,1). Entonces
tenemos que d(a,b) = 3. Luego la d;, = 3.

e Errores que detecta.
Para ello utilizamos el teorema 2.1 de deteccién de errores. Por este
teorema, para detectar errores de peso s’ se tiene que cumplir que d,;,, >
s'+1. Pero como tenemos que d,,;, = 3 entonces s’ =20 s’ = 1. Luego
este cédigo detecta errores dobles o simples.

e Errores que corrige.
Para ello utilizamos el teorema 2.3 de deteccion y correccién de errores.
Por este teorema para detectar errores de peso s’ y corregir errores de
peso t se tiene que cumplir que d,;, > t+ 8 + 1. Pero tenemos dos
Casos:

— s' =1, el codigo detecta errores simples. En este caso tendremos
lo siguiente:

3=dpn >t+s+1=t+14+1=t+2

con lo que la soluciéon es t = 1. Luego si el codigo detecta un error
lo corrige.

— s = 2, el codigo detecta errores dobles. En este caso tendremos
lo siguiente:

3=dpn>t+s+1=t+2+1=t+3

con lo que la unica solucién es t = 0. Luego si el cédigo detecta
dos errores no los corrige.
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Segun lo que hemos visto cuando utilizemos el cédigo de triple repeticién
tenemos dos posibles opciones:

e Detectar cuando ocurren errores simples o dobles.

En este caso detectaremos cuando ha ocurrido un error, sin saber si
el error es de tipo simple o doble, pero no podremos corregirlo.

e Detectar y corregir errores simples.

En este caso supondremos que cualquier error que se cometa es simple,
corrigiendolo. En el caso de suponer que los errores que se comenten
son simples, y corregirlos, cuando se cometa un error doble estaremos
suponiendo que el error es simple y al corregirlo estaremos corrigiendo
mal.

La forma de utilizar el cédigo depende de las probabilidades de error del
canal, si la probabilidad de errores dobles o simples son similares es conve-
niente utilizar el cddigo para detectar errores. Sin embargo, si predomina una
probabilidad sobre la otra utilizaremos el cédigo para corregir, suponiendo
que todos los errores que se cometan seran del tipo de error que mas probabili-
dad tenga. Es claro que, cuando se cometa el error que menos probabilidades
tiene estaremos corrigiendo mal.

Ejercicio 2.4 Comprobar que en el cédigo de “triple repeticién”:
o dpin = 3.
e Detecta errores dobles o simples, s =2 o s’ = 1.
e No corrige ningun error o corrige uno, t =01t = 1.
Solucién:

e Distancia minima.
Como el cédigo solo tiene dos palabras la distancia minima se calcula
de forma muy sencilla d,,;, = d(000,111) = 3.

e Errores que detecta.
Para ello utilizamos el teorema 2.1 de detecciéon de errores. Por este
teorema para detectar errores de peso s’ se tiene que cumplir que d,,;, >
s'+1. Pero como tenemos que d,,;, = 3 entonces s’ =2 0 s’ = 1. Luego
este codigo detecta errores dobles o simples.
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e Errores que corrige.
Para ello utilizamos el teorema 2.3 de deteccion y correccion de errores.
Por este teorema para detectar errores de peso s’ y corregir errores de
peso t se tiene que cumplir que d,;, > t+ s + 1. Pero tenemos dos
Casos:

— §' =1, el c4digo detecta errores simples. En este caso tendremos
lo siguiente:

3=dpin>t+s+1l=t+1+1=t+2

con lo que la soluciéon es t = 1. Luego si el cédigo detecta un error
lo corrige.

— ¢’ =2, el cddigo detecta errores dobles. En este caso tendremos
lo siguiente:

3=dp, >t+s+1=t+24+1=t+3

con lo que la tdnica solucién es ¢t = 0. Luego si el codigo detecta
dos errores no los corrige.

Segin lo que hemos visto cuando utilizemos el cédigo de triple control
tenemos dos posibles opciones:

e Detectar cuando ocurren errores simples o dobles.

Detectamos cuando ocurren errores simples o dobles, pero no pode-
IMos corregir.

e Detectar y corregir errores simples.

Detectamos errores simples y los corregimos.

La forma de utilizar el codigo depende de las probabilidades de error que
se den en el canal que estemos utilizando.
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Ejercicio 2.5 Dado un cddigo C C ]FZ tal que dpin = 2 -t + 1 comprobar
que st dado z € IFZ tal que existe ¢ € C verificando que d(z,c) < t entonces
la distancia de z a cualquier otra palabra del codigo es estrictamente mayor
que t.

Solucidn:
Dado z € IE’Z supongamos que existe ¢ € C tal que d(z,¢) < t. Ahora bien
como dyim = 2 -t + 1 tendremos que d(c,d’) > 2-t+1V ¢ € C con ¢ # c.

Por la desigualdad triangular tendremos:
2-t+1<d(c,d) <d(c,z2)+d(z)

para todo z € ]FZ, en particular para nuestro z. Como por hipdétesis se tiene
que d(z,c) < t:
2-t+1<t+d(zc)

o lo que es lo mismo:
t+1<d(z,d)=d(z,d)>t Vd#celC
|

Este ejercicio nos indica que si conocemos la distancia minima, d,,;,, de
un cédigo C y calculamos ¢ de tal manera que verifique d,,;, = 2-t+1 entonces
en el caso de recibir una transmisién incorrecta, z, tal que d(z,c) < ¢ se tiene
que cualquier otra palabra del cédigo, ¢, verifica que d(z, ¢') > t. Esto quiere
decir que podemos corregir el error cometido ya que sélo existe una palabra
del cédigo a distancia ¢ de w, entonces esa palabra del codigo es la que se
transmitié originalmente, luego ¢ es la palabra transmitida originalmente.
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Capitulo 3

Cédigos lineales

Hemos visto que los cédigos de bloques, con sus codificadores, decodifi-
cadores, procesadores de error se definen sobre un alfabeto I, el cual es
un conjunto cualquiera. Pero si sobre este conjunto podemos establecer al-
guna estructura algebraica, la cual nos permita realizar operaciones sobre
los elementos del conjunto, podremos entonces simplificar el cédigo. Esta
simplificacién nos permitird trabajar de una forma méas comoda.

3.1 Requisitos para cdédigos lineales

Cuando trabajemos con cédigos lineales tendremos que (F,,+,) es cuerpo,
por ejemplo Fo = Z/2 = Zy = {0, 1}.

Dado un cuerpo cualquiera A se tiene que A" = Ax . XA es un
A-espacio vectorial con las siguientes operaciones:

o (1, xn)+ (2, -+, 2l) = (x1+2,- -,z +2),), donde tenemos que

(z1,--,2,) y (x},---,2!) son dos palabras cualesquiera de A".

ez O (r1,--,2,) = (T -1, -, - T,), donde tenemos que z € A,
(z1,--+,1,) € A" y ® es el producto por escalares definido en A".

. 3 .
Nosotros trabajaremos con cuerpos de la forma F, y con F, que, por lo visto
antes, serdn [F,-espacios vectoriales.

29
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3.2 ;jCuando un cdédigo es lineal?

Podemos distinguir unos c6digos de bloques especiales que son los cédigos
lineales.

Definicién 3.1 (Cédigos Lineales)

Dado un cuerpo cualquiera, K, y un K-espacio vectorial de la forma K
diremos que un subconjunto C C K' es un “cédigo lineal” si C es un
subespacio vectorial de K" .

Nosotros consideraremos K =F, y K" =TF,.

3.2.1 Propiedades de los cédigos lineales

Dado que los cédigos lineales son subespacios vectoriales poseen unas propiedades
especiales.

Sea C C I, un cédigo lineal, entonces se verifican las siguientes propiedades:
e La suma de dos palabras del cédigo es otra palabra del cédigo.

(xl,,xn)—l—(m'l,,x'n):(x1+x'1,,xn+x;)ec

e Multiplicar una palabra del cédigo por un elemento del cuerpo es otra
palabra del cédigo.

2O (T, xp) =(x-21,---,2-2,) €C

e El 0 siempre es una palabra del cédigo.

3.3 Calculo de la distancia minima

Debido a la estructura de espacios vectoriales que poseen estos codigos se
puede simplificar el calculo de la distancia minima, d,,;,. Segin la definicién
de distancia minima el nimero de distancias que tendremos que calcular para
encontrala sera de %, es decir, tendriamos que calcular tantas distancias co-
mo parejas de dos elementos distintos del codigo podamos tener dividido por
dos, ya que la distancia es simétrica.
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Proposicién 3.1 (Distancia minima para cédigos lineales)
Sea C C IF'Z un codigo lineal, entonces:

dpmin, = min{ d(u,0) }
v

Demostracion:
Supongamos que la distancia minima es:

Apmin = d(u,v) u,v €C
entonces por la definicién de la distancia de Hamming se tiene que:
d(u,v) = d(u —v,0)

y como el cédigo C es un cédigo lineal se tiene entonces que u — v € C. Es
decir:
Amin = IqIAlelgl{ d(u,0) }
uF#0

Observacion 3.3.1

De esta proposicion se deduce que para calcular la distancia minima de un
codigo lineal basta con calcular la distancia de todas las palabras, salvo la
palabra cero, al cero y tomar el minimo de esas distancias. Con lo cual
unicamente tendremos que calcular |C| — 1 distancias en lugar de las g
distancias que deberiamos calcular para un cédigo no lineal.

3.4 Codificadores

Segun el apartado 2.2, en la pdgina 28, un codificador es una aplicacién
biyectiva.

Definicién 3.2 (Codificador para cédigos lineales)
Sea C C ]FZ un codigo lineal. Un “codificador” para un cddigo lineal es un
isomorfismo® del siguiente tipo:

C:F"

q
r — U

— C

tal que codifica palabras de longitud m con palabras de longitud n.

L Aplicacién lineal biyectiva.
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Observacion 3.4.1

e Al ser el codificador una aplicacion biyectiva cada palabra tiene una, y
solo una, forma de codificarse.

e Todas las posibles palabras que puedan formar un mensaje se pueden
codificar con una palabra del cédigo. Esto es gracias a que el codificador
es epiyectivo, y, por lo dicho en el punto anterior dicha palabra es inica.

e Como el codificador es una aplicacion lineal podemos representar el
codificador por la matriz que representa a la aplicacion lineal una vez
fijadas las correspondientes bases. A estd matriz se la conoce como
“matriz generadora”.

e Como la matriz depende de las bases escogidas, entonces la matriz del
codificador no es unica.

e La matriz de un codificador de un cddigo lineal estard formada por
tantas columnas como dimension tenga el codigo. Y la columna i-ésima
del codificador serd el vector i-esimo de la base, del codigo, codificado
sequn el codigo.

e Como el codificador es un isomorfismo, aplicacion lineal biyectiva, la
imagen de una base es otra base, entonces las columnas de la matriz
generadora son base del codigo C.

3.4.1 Matriz generadora

Definicién 3.3 (Matriz generadora)

Dado un codigo lineal y su codificador llamaremos “matriz generadora”
de codigo a la matriz de la aplicacion lineal que representa al codificador
respecto de unas bases fijadas.

Para codificar una palabra basta con multiplicarla por la matriz generadora
del cédigo y obtendremos la palabra codificada. Por ejemplo, sea C' la matriz
generadora de un c6digo y queremos codificar la palabra (1,1,0):

1 00 1
010 1 1
0 01 1] = 0
110 0 0
1 01 1
011 1
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Luego la palabra (1,1, 0) codificada es (1,1,0,0,1,1).

La siguiente proposiciéon nos dice cuando una matriz es una matriz gene-
radora de un cddigo, y en caso afirmativo, de que tipo de cédigo se trata.

Proposicion 3.2

Sea C[n, m| un cddigo lineal y sea C una matriz de orden n X m. C es una
matriz generadora para el cddigo Cln,m| si y sdlo si tiene rango m y sus
columnas son palabras del codigo.

Demostracidn:
= | Sea C una matriz generadora para el cédigo C[n, m|.

Por definiciéon de matriz generadora sus columnas seran palabras del
codigo, y como el cédigo lineal es de dimensién m, dimensién del subes-
pacio imagen de la aplicacién lineal que determina C', entonces el rango de
C es m.

< | Sean Cy , ..., Cy, las columnas de la matriz C, las cuales son, por
hipétesis, palabras del cédigo.

Sea a = (ay,...,a,) una palabra entonces C-a' = a;-Ci{ + ...+ ay,, - C!,
que es una combinacién lineal de {C;}™, vy como el cédigo C[n, m] es lineal
se tiene que las combinaciones lineales de palabras del cédigo son palabras
del codigo. Luego la matriz C' transforma cualquier palabra, de longitud m,
en una palabra del cédigo.

La dimensién del subespacio imagen es el rango de la matriz C, luego la
dimensién del subespacio imagen es m.

Como la matriz C codifica palabras de longitud m en palabras de longitud
n en un subespacio de dimensiéon m entonces C' es la matriz generadora de
un cédigo Cln, m].
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3.4.2 Forma estandar de la matriz generadora

La expresién de la “matriz generadora” no es unica, sino que depende de
las bases escogidas. Luego eligiremos un convenio para elegir las bases en las
que expresaremos dicha matriz.

Definicién 3.4 (Forma estiandar de la matriz generadora)

Sea C C ]FZ un codigo lineal que utilizaremos para codificar palabras de lon-
gitud m, ]F;n. Sea C' la matriz del codificador, una vez fijadas las bases co-
rrespondientes. Diremos que C' estd en “forma estdndar” cuando los m
primeros elementos de la palabra codificada C(z) € C C IF'Z coitncidan con
el .

Proposicion 3.3

Sea C[n,m] un cddigo lineal. La matriz generadora estd en forma estdndar
st y solo st en las m primeras columnas aparece la matriz identidad de orden
m.

Demostracion:
Tanto el directo como el reciproco son una mera comprobacion.

3.5 Ecuaciones de los cédigos lineales

Como hemos visto un codigo lineal C es un subespacio vectorial. Utilizando
la teoria de espacios vectoriales podemos calcular las ecuaciones de un subes-
pacio vectorial cualquiera. La utilidad de estas ecuaciones radica en que nos
indican las condiciones que ha de cumplir un vector para pertenecer al cédigo.

Sea C C F, un cddigo lineal, donde F, es un Fy-espacio vectorial tal que
dimg, IFZ =n. Supongan}nos que dimy, C = m, con m < n y que el espacio de
palabras a codificar es F, .
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3.5.1 Ecuaciones paramétricas

Una vez conocida la matriz generadora del cédigo se pueden calcular las
ecuaciones paramétricas del coédigo. Dichas ecuaciones nos permitiran calcu-
lar todas las palabras del cédigo.

Sea C' la matriz generadora del cédigo, para calcular las ecuaciones pa-
ramétricas del cédigo bastard con aplicar la matriz generadora a un vector
genérico del espacio de palabras a codificar.

A1 0,
C. /\'2 _ 02
)‘m H’Vl

T, = 0
i) = 02
Tn = 0n
Tendremos que 6; = f;(Ay,...,An) para i = 1,...,n y dando valores a

{Aj}7L, en el cuerpo F,; tendremos todos los elementos del cédigo.

3.5.2 Ecuaciones implicitas

Para calcular las ecuaciones implicitas de C calcularemos el subespacio inci-
dente a C, C° C (IFZ) El subespacio incidente estda formado por las formas
lineales que se anulan sobre C.

El niimero de ecuaciones implicitas que tendra nuestro cédigo C sera:
. 3 .
dimy, F, — dimy,C =n—m

Como dimy, C = m tendremos que C =< ¢;,...,¢,, >. Para calcular las
ecuaciones tendremos que resolver un sistema de ecuaciones que tendra mas
de una solucién.
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Sean {xj}7; con i = 1,...,n la i-ésima coordenada del vector j-ésimo
de la base de C. El sistema que nos da las ecuaciones sera:

Ti ... ... T T 0
2 . 2
x] . x; _
" " Tn, 0
Cualquier z = (z1,...,z,) que verifique este sistema de ecuaciones serd

un elemento de C, o lo que es lo mismo cualquier punto que no verifique el
sistema de ecuaciones anterior NO pertenecerd a C.

3.6 Deteccion de errores

Supondremos que tenemos un cdodigo lineal C C ]FZ tal que dimg, C = m, con
m < n. De esto se deduce que utilizaremos el cédigo para codificar palabras
de longitud m luego es un cddigo Cln, m].

Se detecta un error cuando una de las palabras recibidas no pertenece
al cédigo. En el caso de los cddigos lineales es facil comprobar cuando una
palabra pertenece o no al cédigo.

Dado que los codigos lineales son subespacios vectoriales tienen asociadas
unas ecuaciones:

e Ecuaciones paramétricas?.
e Ecuaciones implicitas?.

Para comprobar si una palabra pertenece o no al cédigo basta con ver si
verifica las ecuaciones que definen al cédigo, paramétricas o implicitas.

2Apartado (3.5.1), en la pagina 65.
3 Apartado (3.5.2), en la pagina 65.
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3.6.1 Matriz de control

Definicién 3.5 (Matriz de control)

Para un cddigo lineal C diremos que una matriz M de orden k X n es una
“matriz de control” del cddigo si verifica que M -u! = 0 para todo u € ]FZ
sty solo siu € C.

k puede ser cualquiera, pero normalmente £k = n —m ya que esa es la dimen-
sion del subespacio incidente a C.

La matriz de control la podemos obtener de:
e Las ecuaciones implicitas de C.
e La base del subespacio incidente a C.
La matriz de control es una matriz cuyas filas son una base de “vectores”

incidentes a C.

3.6.2 Forma estandar de la matriz de control

Al igual que en el caso de la matriz generadora la expresiéon de la “matriz
de control” depende de la base escogida en el subespacio incidente a C.

Definicién 3.6 (Forma estiandar de la matriz de control)

Sea M wuna matriz de control de orden (n — m) X n, diremos que estd en
“forma estdndar” si M = (M, My), donde My es la matriz identidad de
orden (n —m) X (n —m).
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3.6.3 Rango de la matriz de control

Proposicion 3.4

1. Elrango de la matriz de control H de un cddigo lineal C[n, m] es n—m.
2. En particular H tiene al menos n — m filas.

3. ST H es una matriz de control para el cddigo lineal Cln,m] y K es una

matriz que se obtiene anadiendo filas que son combinaciones lineales
de las filas de H, entonces K también es una matriz de control para el
cddigo lineal C[n, m).

Demostracion:

1. Tenemos que dimg, C[n, m| = m, C[n,m] C IFZ y que dimg, ]FZ = n. Por

algebra lineal sabemos que dimg, C[n,m]" = n — m. Por construccién
las filas de la matriz H son una base del incidente al cédigo, C[n, m]’,
luego el rango de H es n — m.

. Es inmediato a partir de la construccién de la matriz H.

. Sea u € C[n,m] entonces H - u* = 0. Construyamos una matriz K tal

que sea la matriz H pero anadiendo filas que son combinacion lineal de
filas de la matriz H.

Las primeras filas de H y K son iguales. Como H tiene, al menos,
n — m filas supongamos que H tiene n — m filas.

Por construccién de K tendremos que las n —m primeras filas de K - u?
son cero, y el resto de filas también son cero ya que serdn combinaciones
lineales de las primeras n — m filas, que son cero. Esto es debido a que
las filas situadas después de las n — m primeras en la matriz K son
combinacion lineal de las filas de H y que H es la matriz de control del
codigo.
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3.7 Cddigos duales

Definicién 3.7 (Producto escalar en F,)
En ]FZ podemos definir el siguiente producto escalar:

<, > F,xF, — Z%
(z,y) — @1+ ...+ T Y

Se comprueba de forma inmediata que < , > verifica las condiciones para
ser producto escalar:

o <z,y>>0Vuzyck,.
e <z,x>>0VzelF, yu#o0.

Una vez definido un producto escalar podemos definir una relaciéon de
ortoganilidad.

Definicién 3.8 (Ortogonalidad entre vectores)
T ey son ortogonales st y solo si < x,y >= 0.

Mediante esta definiciéon de ortogonalidad podemos calcular el ortogonal a
un subespacio dado.

Sea C[n, m] un c6digo lineal. Entonces es un subespacio vectorial de F,
tal que dimg, C[n, m| = m.

Definicién 3.9 (Cédigo dual)
Se define el “cddigo dual” de C[n, m| como el subespacio vectorial ortogonal
a C[n,m] y lo denotaremos como C[n, m]"*.

Cln,m|*={z€F, | <z,Cln,m]>=0}

Observacion 3.7.1

e C[n,m]*t =C'[n,n —m] ya que:

dimg, C[n, m]" = dimg, ]FZ —dimg, C[n,m] =n —m

e Sea G la matriz generadora del cddigo C[n,m| y H la matriz generadora
del cédigo C[n, m]* entonces se tiene que H' es una matriz de control
para el cddigo Cln,m]. O lo que es lo mismo:

(Cln, m]L)L = C[n, m]
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De las observaciones se deduce que el cédigo dual determina al cédigo:
Cln,ml|={z€F, |H -2z'=0}

donde H' es la matriz traspuesta de la matriz generadora del c6digo C[n, m]*.

3.8 Ejemplos

3.8.1 Cddigo del bit de control de paridad

Es gracias a la estructura algebraica que tiene (Fy,+,-), cuerpo, podemos
expresar este codigo como:

C={ (a1, - m,sz {leleng}

El cédigo del bit de control de paridad es lineal

Para ser un c6digo lineal C ha de ser un subespacio vectorial de .

Para ver que es un subespacio vectorial veamos que:

e La suma de dos palabras del cédigo esta en el codigo.

Consideremos dos palabras cualesquiera del cédigo:

7

(xla"'ax'ﬁzxi)

i=1
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e El producto de un escalar por una palabra del cédigo es otra palabra
del codigo.

Consideremos una palabra cualquiera del codigo:

wla 3 L7y E CCZ

con {r;}!_, € F,, y un elemento cualquiera del cuerpo, x € Fy:

7

L AO) -Tla $7,sz -,E L1y, -, '$7vz(x ‘/I’IZ) ) eC

i=1
Luego C es un subespacio vectorial de IF‘; Es un cédigo lineal.

Una base de este subespacio vectorial es:

(1,0,0,0,0,0,0,1)
(0,1,0,0,0,0,0,1)
es = (0,0,1,0,0,0,0,1)
es = (0,0,0,1,0,0,0,1)
( )
( )
( )

€1

€y =

0,0,0,0,1,0,0,1
0,0,0,0,0,1,0,1
0,0,0,0,0,0,1,1

€y =

€6

er

Luego C es un subespacio vectorial tal que dimp, C = 7.

Codificador

El codificador de este codigo serda una aplicacion lineal:
C:F, = CCF,

r — l‘l,.. 1'7,2 .’Ez

Las columnas de la matriz que define esta aplicacion lineal, codificador, seran
C(e;), donde i =1,...,7y los e; son vectores de una base del subespacio C.
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——
g

Q

Il
—moocooo o
—oocoocorRoOo
—mo o oo ROoO
—ococo~RoOoOoO
mooROoOOO
—o o000
e =E=E=E=E=)

N—

—

Figura 3.1: Matriz generadora, en forma estdndar, del cédigo del bit de
control de paridad.

Para codificar una palabra:

[1000000Y [a) ( ., \
0100000 Ty xQ
0010000 T3 3
0001000 2, | = L4
0000100 s f
0000010 T xﬁ
\1 1111711 \ a7 ) \x1+,,7,+x7)

La matriz generadora de este cddigo se puede expresar en otras bases
€omo:

—

S OO O OO = =
S oo oo+ O
S OO O =M= OO
OO R, OOO
SO = MFHEHOOOO
S == OOOOoOOoO
-0 OO o oo
N—

vl

la cual no estd en forma estandar.
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Ecuaciones paramétricas

Para calcular las ecuaciones paramétricas utilizaremos la matriz generadora

en forma estandar.

_ o o O oo
_ o o o= OO

_— o O O oo

\

—_ o o= O oo

_— o= OO oo

00 A ( M \
0 0\ ()\;\ iQ

00 A3 A?’

00 M| = A“

00 As AZ

10 Ao

1) \x) \)\1+.)\.7.+)\7)

Las ecuaciones paramétricas son:

z
T2
Z3
Ty
Ty
Zg
Z7
Zg

I

M4 X+ A3+ A+ A5+ dg + A7

Figura 3.2: Ecuaciones paramétricas del cédigo del bit de control de paridad.

Ecuaciones implicitas

Como dimg, IE'; = 8 y dimy, C = 7 tendremos 8 — 7 = 1 ecuacién implicita.

Planteemos el sistema de ecuaciones:

SO OO OO
OO oo o —~=Oo

SO oo = OO

00001\ [7) 0
00001\ 2 (0\
00001 3 0
10001 | o
01001 5 0
0010 1 6 0
0001 1) \Z \ 0/
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De donde nos sale que C° =< (1,1,1,1,1,1,1,1) >. Luego la ecuacién
implicita del cédigo sera:

T1+ 2o +x3+Ta+25+25+27+23=0

Figura 3.3: Ecuacién implicita del codigo del bit de control de paridad.

Matriz de control

La matriz de control utilizando las ecuaciones implicitas de este cédigo es:

(11111111)

Figura 3.4: Matriz de control, en forma estandar, para el cédigo del bit de
control de paridad.

3.8.2 Caddigo de triple repeticion

Es gracias a la estructura algebraica que tiene (Fs,+,-), cuerpo, podemos
expresar este c6digo como:

C= { (x,x,x) xE]FZ }
El cédigo de triple repeticion es lineal

Para ser un cédigo lineal C ha de ser un subespacio vectorial de F,.

Para ver que es un subespacio vectorial veamos que:

e La suma de dos palabras del cédigo esta en el codigo.

Como el cddigo sélo tiene dos palabras veamos que su suma es otra
palabra del cédigo.

(0,0,0) + (1,1,1) = (1,1,1) € C
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e El producto de un escalar por una palabra del cédigo es otra palabra
del codigo.

Como el cédigo unicamente tiene dos palabras veamoslo para cada una

de ellas:
Para (0,0,0):
(0,0,0) € C parax =0
2 ®(0,0,0) =
(0,0,0) e C parazxz=1
Para (1,1,1):
(0,0,0) € C parax =0
2®(1,1,1) =

(1,1,1) €eC paraz =1

Luego C es un subespacio vectorial de IE'; Es un cédigo lineal.
Una base de este subespacio vectorial es:

e = (1,1,1)
Luego C es un subespacio vectorial tal que dimp, C = 1.

Codificador

El codificador de este codigo serd una aplicacion lineal:

C:F, = CCF,
r — (z,z,7)

La columna de la matriz que define esta aplicacién lineal, codificador, sera
C(e1), donde e; es un vector de la base del subespacio C.

Para codificar cualquiera de las dos palabras:
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Figura 3.5: Matriz generadora, en forma estdndar, del cédigo de triple repeti-
cion.
Ecuaciones paramétricas

Para calcular las ecuaciones paramétricas utilizaremos la matriz generadora
en forma estandar.

1 At
L]-(M)=[ M
1 At

Las ecuaciones paramétricas son:

xrT = )\1
To = )\1
T3 = M\

Figura 3.6: Ecuaciones paramétricas del cédigo de triple repeticion.

Ecuaciones implicitas

Como dimp, IF'; = 3 y dimp, C = 1 tendremos 3 —1 = 2 ecuaciones implicitas.

Planteemos el sistema de ecuaciones:

(11 1)- 2 =(0)

De donde nos sale que C° =< (1,1,0),(1,0,1) >. Luego las ecuaciones
implicitas del c6digo seran:



3.8. EJEMPLOS 7

z+y = 0
x+z = 0

Figura 3.7: Ecuaciones implicitas del cédigo de triple repeticién.

Matriz de control

La matriz de control utilizando las ecuaciones implicitas de este codigo es:

110
1 01

Figura 3.8: Matriz de control, en forma estandar, del cédigo de triple repeti-
cion.

3.8.3 Caddigo de triple control

Es gracias a la estructura algebraica que tiene (I, +,-), cuerpo, podemos
expresar este cédigo como:

Cz{(m,y,z,x—i—y,x—i—z,y—f—z) xayaZEFQ}
El cédigo de triple control es lineal
Para ser un c6digo lineal C ha de ser un subespacio vectorial de F.

Para ver que es un subespacio vectorial veamos que:

e La suma de dos palabras del cédigo estd en el codigo.

Consideremos dos palabras cualesquiera del cédigo:
(x7y7z7$+y7$+ziy+z)
con z,y,z € Fy, y

(.’E,,y,, Zl’xl +yl,ml _+_ Zl,yl + ZI)
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con z',y', 2" € Fy:
=@x+2y+y, 2+ 2+ +y+y e+ +2+2y+y+2+7)eC

e FEl producto de un escalar por una palabra del cédigo es otra palabra
del cédigo.

Consideremos una palabra cualquiera del cédigo:
(x7y7z7x+y7$+z7y+z)
con z,y, 2z € Fy, y un elemento cualquiera del cuerpo, w € F:

wo(x,y, 2, x4y, T+2, y+2) = (w-z, Wy, w-z, W-THwW-Y, W-r+w-z, w-y+w-z) € C
Luego C es un subespacio vectorial de IF'; Es un cédigo lineal.

Una base de este espacio vectorial es:

er = (1,0,0,1,1,0)
e; = (0,1,0,1,0,1)
es = (0,0,1,0,1,1)

Luego C es un subespacio vectorial tal que dimy, C = 3.

Codificador
El codificador de este c6digo serd una aplicacion lineal:
C:F, = CCF,
(z,y,2) — (z,y,z2,2+y,x+ 2,9+ 2)
Las columnas de la matriz que define esta aplicacion lineal, codificador, seran

C(e;), donde i =1,2,3 y los e; son vectores de una base del subespacio C.

Para codificar una palabra:

1 00 T
010 T
00 1 Ty s
110 T2 = g+
101 3 T+ 73
011 To + T3
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Q

If
—o R, O RO
_—_o oo

Figura 3.9: Matriz generadora, en forma estandar, del cédigo de triple con-
trol.

La matriz generadora de este codigo se puede expresar en otras bases
como:

_H OO~ KH
OO O =
O = = == O

la cual no esta en forma estandar.

Ecuaciones paramétricas

Para calcular las ecuaciones paramétricas utilizaremos la matriz generadora
en forma estandar.

1 00 A1
010 \ Ao
001 Al _ A3
110 AQ T A+
101 3 A+ A3
011 Ao+ A
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( r = )\1
To = )\2
I3 = /\3

< Ty = M+ X

Iy = /\1 + )\3

L Tg — )\2 + )\3

Figura 3.10: Ecuaciones paramétricas del cédigo de triple control.

Ecuaciones implicitas

Como dimp, IF'; = 6 y dimy, C = 3 tendremos 6 — 3 = 3 ecuaciones implicitas.

Planteemos el sistema de ecuaciones:

i)
100110 2 0
010101 Bl =1 o
001011 4 0

Ts

Te

De donde nos sale que C° =< (1,1,0,1,0,0), (1,0,1,0,1,0),(0,1,1,0,0,1) >.

T1+x0+2x4 = 0
1 +x3+x5 = 0

31‘2+.T3+31‘6 =

Figura 3.11: Ecuaciones implicitas del codigo de triple control.



3.9. EJERCICIOS 81

Matriz de control

La matriz de control utilizando las ecuaciones implicitas del codigo es:

o~
—_ O
e )
o O =
o~ O
_= o O

Figura 3.12: Matriz de control, en forma estdndar, del cédigo de triple con-
trol.

3.9 Ejercicios

Ejercicio 3.1
Demostrar que pasar de la matriz generadora a la matriz de control equivale
a pasar de las ecuaciones paramétricas a las implicitas.

Solucion:

Las ecuaciones paramétricas se obtienen a partir de la matriz generadora,
mientras que las ecuaciones implicitas se obtienen a partir de la matriz de
control.

Ambas ecuaciones nos dan la estructura del cédigo y se pueden utilizar
tanto para construir las palabras del cédigo como para verificar que una pa-
labra dada pertenece al cédigo.

Debido a la definicién de dichas ecuaciones el paso de la matriz generadora
a la de control equivale al paso de ecuaciones paramétricas a implicitas, ya
que las ecuaciones paramétricas se obtienen de la matriz generadora y las
implicitas de la matriz de control.
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Capitulo 4

Procesamiento de error en
cdodigos lineales

En este capitulo supondremos que estamos utilizando un cédigo lineal C[n, m],
es decir, C[n,m] C .

Ya vimos en el apartado (2.4) lo que era un procesador de error para
cédigos de bloques.

En los codigos lineales nos es posible sumar palabras y multiplicarlas por
constantes, de modo que utilizaremos estas propiedades para simplificar el
procesamiento de errores.

Utilizando la linealidad de estos cddigos construiremos una tabla con

todas las palabras de IFZ situadas por proximidad con las palabras del cédigo
C[n, m]. La proximidad vendra dada por la distancia de Hamming,.

83
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4.1 Construccién de la tabla de un cdédigo li-
neal

En la tabla estaran los ¢" elementos de ]FZ La tabla la organizaremos por
filas y columnas.

Como C tiene g™ elementos, es de dimensién m, organizaremos la tabla con
qg"~™ filas y ¢ columnas. De esta forma en la tabla tendremos:

n—m m n—m-+m n

q g =49 =4q
elementos.

La justificacién de elegir esta estructura para la tabla es que de esta manera
pondremos como primera fila a todos los elementos del cédigo.

Para referirnos individualmente a cada elemento de la tabla lo haremos
utilizando la siguiente notacién T6(C[n,m]); ; donde ¢ =0,...,¢"~™ — 1 nos
indica la filay 7 =0,...,¢™ — 1 nos indica la columna.

Definicién 4.1 (Fila 0 de la tabla)
La fila 0 de la tabla estard formada por todos los elementos del cddigo Cn,m]
en cualquier orden, pero con la condicion de que el primer elemento sea el 0.

Definicién 4.2 (Fila i de la tabla)
Supondremos que ya hemos construido todas las columnas hasta la 7 — 1
inclusive. Entonces la construccion de la fila i la haremos en dos pasos:

1. Eligiremos una palabra de ]FZ que no este en ninguna de las filas ante-
riores y la situaremos en Tb(C[n, m]); .

2. Para calcular el resto de los elementos de la fila lo haremos de la si-
guiente forma:

Tb(C[n, m)); ; = Tb(Cn, m]); o + Tb(C[n, m|)o ; j=1,...,4"—1

Definicién 4.3 (Tabla estiandar de un c6digo)
Llamaremos “tabla estandar” de un cdédigo a una tabla construida de la
manera anterior.
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4.2 Estructura de una tabla estandar

Ya hemos visto como se construye la tabla de un cédigo, pero la construccién
que hemos hecho no nos asegura que en la tabla esten todos los elementos de
I, .

Teorema 4.1

En una tabla estdndar para un cédigo C[n, m| aparecen todas las palabras de
F, una sola vez.

Demostracién:
Dados dos elementos cualesquiera de la tabla:

Tb(Cln,m))ix = Tb(C[n,m])io+ Tb(C[n,m])ox
Tb(C[n,m]);; = Tb(Cln,m]);o+ Tb(C[n.m])o,

Si ambos elementos son iguales entonces su diferencia es 0, y como C[n, m]
es lineal se tiene que 0 € C[n, m| entonces, y debido también a la linealidad
del cédigo, ambos elementos deben pertenecer al cédigo, con lo cual ¢ =
j. Debido a la construccion de la tabla tendremos que ¢ = j = 0 ya que
los elementos del cédigo estan en la primera fila. Teniendo en cuenta esto
tendremos que:

Tb(C[n,m))ix — TH(C[n,m]);; = Tb(Cln,m|)or — Tb(C[n, m])o,
Tenemos dos posibilidades:

e k = [ entonces como ¢ = j tendremos que ambos elementos son el
mismo. Es decir ambos elementos ocupan el mismo lugar en la tabla,
son el mismo. Luego no aparece repetido en la tabla.

e k # | no se puede dar ya que estamos en un codigo lineal y si la
diferencia de dos palabras del cédigo es cero entonces ambas palabras
han de ser la misma, con lo cual & = I.

El nimero de elementos de F, es ¢".

En la tabla tenemos ¢"~™ filas y ¢ columnas entonces el niimero de ele-
mentos de la tabla es ¢ - ¢™ = ¢"~™*™ = ¢". Es decir en la tabla hay
tantos elementos como en ]FZ y como en la tabla no se repiten elementos
entonces tenemos que estan todos los elementos.
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Lema 4.1 (Diferencias horizontales)
Dado un cddigo lineal C[n,m|, con tabla TH(C[n,m]), dos elementos de la
misma fila difieren en un elemento del cddigo.

Demostracion:
Dos elementos cualesquiera de la fila i-ésima seran de la forma:

Tb(Cln,m))ix = Tb(C[n,m])io+ Tb(Cln,m])o
Tb(C[n,m))i; = Tb(Cln,m))io + Tb(C[n,m|)o,

La diferencia entre ambos elementos es:
Tb(C[TL, m])i,k - Tb(C[TL, m]),”l = Tb(C[TL, m])o’k — Tb(C[TL, m])o,l

Por construccién los elementos de la fila cero son elementos del cédigo, y,
como este es lineal la diferencia de dos elementos del cédigo es otro elemento
del cédigo.

Lema 4.2 (Diferencias verticales)
Dado un cddigo lineal C[n,m], con tabla Tbh(C[n,m]), dos elementos distintos
de la misma columna difieren en una palabra que no pertenece al cédigo.

Demostracion:
Dos elementos cualesquiera, ¢ # j, de la columna k-ésima serdn de la forma:

Tb(Cln,m))ix = Tb(Cln,m])io+ Tb(Cln,m])ox
Tb(C[n,m|)jx = Tb(C[n,m|)jo+Tb(Cn,m])ox

La diferencia entre ambos elementos es:
Tb(Cln,m))ir — Tb(Cn,m]);r = Tb(C[n,m])io — Tb(Cln,m]),0

Los elementos del cédigo estén en la fila cero y TbH(C[n, m|); o, TH(C[n,m]);
no pueden, ambos, estar en la fila cero. Luego al menos uno de ellos no
pertenecera al cédigo, y al ser un codigo lineal cualquier operacién que rea-
lizemos entre dos palabras, con una que no pertenezca al cédigo, sera otra
palabra que no estara en el cédigo.
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Proposicién 4.1 (Propiedades de la tabla estandar)
Sea C[n, m| un cddigo lineal, entonces se tiene que:

Tb(C[TL, m])i,k — Tb(C[TL, m])i,l = Tb(C[n, m])j,k — Tb(C[TL, m])j,l V i,j, k, l
TbH(C[n,m))ix —Tb(Cln,m]);x = Tb(C[n,m])is —Tb(C[n,m]);; VY i,j,kl

donde TbH(C[n, m]) es la tabla estindar del cddigo.

Demostracion:
Por construccion de la tabla tenemos:

Tb(Cln,m))ix = Tb(C[n,m])io+ Tb(C[n,m])o
Tb(Cln,m));;y = Tb(Cln,m))io + TbH(C[n,m|)o,
Tb(C[n,m|)j, = Tb(C[n,m]);o+ Tb(Cln,m])ox
Tb(Cln,m));; = Tb(C[n,m]);0+ Tb(C[n,m|)o,

Basta con calcular las diferencias:

TbH(C[n,m))ix —Tb(Cln,m])iy = Tb(Cln,m])or — Tb(C[n, m])o,
Tb(Cln,m))jx —Tb(Cln,m));u = Tb(C[n,m])ox — Tb(C[n,m|)o,

Ambas diferencias son iguales. Y:

Tb(Cln,m))ir — Tb(Cln,m])jx = Tb(Cln,m])io—Tb(Cn,m]);o
Tb(Cln,m|);y —Tb(Cln,m]);; = Tb(C[n,m])io — Tb(C[n,m]);o

Ambas diferencias son iguales.
[ |

Ya hemos visto como se construye la tabla estandar de un cddigo lineal
C[n,m|, y que en dicha tabla estan todos los elementos de F

Ademas de esto podemos ver la relacion que guardan entre si los elementos
de cada fila.
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Teorema 4.2

Sea C[n, m| un cddigo lineal y TH(C[n, m]) su tabla en forma estindar. Sean
Tb(C[n,m))ir y TH(C[n,m]);; dos elementos de la tabla, entonces estin en la
misma fila st y solo st su diferencia es una palabra del cédigo.

Demostracion:
= | Es el lema 4.1 en la pagina 86.

< | Sean dos elementos cualesquiera de TbH(C[n, m]):

Tb(C[n,m])ix = Tb(C[n,m])io~+ Tb(C[n,m|)ox
TbH(C[n,m]);; = Tb(C[n,ml);o+ Tb(Cln,m|)o,

tal que su diferencia sea una palabra del cédigo.
Su diferencia sera:
Tb(Cin,m))ix —TH(C[n,m])jy =z +y (4.1)
donde:
z=Tb(Cln,m])or —Tb(C[n,m|)oy e y=TbC[n,ml])io—Tb({Cln,m|),o

x es una palabra del cédigo ya que es la diferencia de dos palabras del codigo.
Es la diferencia de dos palabras de la fila cero.

Despejando y en (4.1) tenemos:
Y= (Tb(C[n, m])i,k - Tb(C[n, m])]',l) -z

luego como C[n, m| es un cddigo lineal e y es diferencia de dos palabras del
cddigo se tiene que y € C[n, m].

Supongamos ahora que i # j entonces como Tb(C[n, m]); oy Tb(C[n, m]);o
pertenecen a la misma columna y distinta fila su diferencia no pertenecera
al cédigo segiin el lema 4.2. Luego y ¢ C[n,m] por ser la diferencia de una
palabra del cédigo y otra que no lo es, llegamos a contradiccién ya que y
si que pertenece al cédigo. Entoces ¢ = j luego ambas palabras estan en la
misma fila.
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La interpretacién matematica de este teorema es:

Corolario 4.1

Sea un cddigo lineal Cln,m] C F,. El Fy-espacio vectorial T, /C[n, m] tiene
tantas clases de equivalencia como filas tiene su tabla estandar, Th(C[n, m]).
Cada clase de equivalencia estard formada por los elementos de una fila.

Demostracién:

Es inmediata a partir del teorema 4.2 y del hecho de que dos elementos de
la misma clase de equivalencia médulo C[n, m| difieren en un elemento de
C[n,m|.

Observacion 4.2.1

e Dos filas tienen un elemento en comin si y solo si son la misma fila. Se
deduce del hecho de que las clases de equivalencia son disjuntas entre
st y que cada fila forma una clase de equivalencia.

A partir de ahora en la tabla de un cédigo estandar eligiremos como primer
elemento de cada fila el elemento que menor peso tenga de la fila.

4.3 Procesamiento de errores

Un error es la diferencia entre la palabra recibida y la transmitida. En los
cédigos lineales, gracias a su estructrura algebraica, ese error lo podemos
expresar como la diferencia entre dos palabras. Si se transmitié la palabra u
y se recibio la palabra v el error cometido en la transmisién del mensaje lo
podemos expresar como € = v — u.

Definicién 4.4 (Error cometido para cédigos lineales)
Sea C[n, m| un cddigo lineal. Si se transmitid la palabra u y se recibid la
palabra v diremos que el error que ocurrié en la transmision es e = v — u.

Segun esta definicién tendremos:
e La palabra recibida serd: v =u +e.

e La palabra transmitida serd: v =v —e.
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Proposicion 4.2

Sea C[n, m] un cddigo lineal y sea P un procesador de error para dicho cédigo.
St se recibe una palabra w entonces P corregird w como u = w — e, donde e
es el primer elemento de la fila en la que se encuentra w.

Desmostracion:
w = Tb(C[n, m]);, entonces e = Tb(Cn, m)); .

Por la proposicién 4.1, en la pagina 87, tendremos que:
TH(C[n, m))ix — Tb(C[n,m])or = Tb(C[n,m])io — Tb(C[n, m])oo
donde TH(C[n, m])or = u y por contruccién de la tabla tenemos que:
TH(Cln,m])op = (0,.7.,0)
De donde se deduce que w — v = e — 0 entoces u = w — e.

Segin esta proposicién un procesador de error corrige errores en funcién del
primer elemento de cada fila, luego los errores que corrige un procesador de
errores son aquellos que estdn en primer lugar en cada fila.
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Ejemplo 4.1
Sea C[m,m| un cdédigo lineal binario con tabla Th(Cn, m|):

e Tb(C[n,m])1,0 = 100000 nos indica que con esta tabla se pueden corregir
errores de peso uno en los que el error esté en el primer bit.

e TbH(C[n,m])2,0 = 010000 nos indica que con esta tabla se pueden corregir
errores de peso uno en los que el error esté en el sequndo bit.

e Tb(C[n,m])s,0 = 001000 nos indica que con esta tabla se pueden corregir
errores de peso uno en los que el error esté en el tercer bit.

e Tb(C[n,m])s0 = 000100 nos indica que con esta tabla se pueden corregir
errores de peso uno en los que el error esté en el cuarto bit.

e Tb(C[n,m])s0 = 000010 nos indica que con esta tabla se pueden corregir
errores de peso uno en los que el error esté en el quinto bit.

e T'b(C[n, m])s,0 = 000001 nos indica que con esta tabla se pueden corregir
errores de peso uno en los que el error esté en el ultimo bit.

e Tb(C[n,m])7,0 = 100001 nos indica que con esta tabla se pueden corregir
errores de peso dos en los que el error esté en el primer y ultimo bit.

Proposicion 4.3

Sea C[n,m] C F, un cddigo lineal con una tabla estindar Tb(C[n,m]) en la
que el primer elemento de cada fila es el de menor peso de dicha fila. Sea
TbH(C[n, m])ix una palabra cualquiera de la tabla entonces se tiene que:

d(Tb(Cn, m])ik, Tb(C[n,m])ox) < d(Tb(C[n, m|);r, TH(C[n, m])o;)
donde 7 =0,...,¢™ — 1.

Demostracién:
Tenemos por definicién de distancia que:

d(Tb(Cn, m))ik, Tb(C[n,m])o,;) = w(Tb(C[n,m]);x — Tb(C[n,mlo;))

Segun varia j tenemos que 1'(C[n,ml)o, varia en C[n,m], luego por las
propiedades de la tabla tendremos que Tb(C[n, m]);x — Tb(C[n,m]),,; varia
en el conjunto formado por los elementos de la fila 7. Luego el problema de
encontrar el minimo de:

w(Tb(C[n,m))ir — TH(C[n, m])o,;)
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equivale a encontrar la palabra de minimo peso de la fila i, pero por cons-
truccién dicha palabra es TH(C[n, m]); o-

min 1{ w(Tb(C[n,m))ir — TH(C[n,m])o;) } = Tb(Cln, m]ip)

7=0,...,q™—
Luego:
d(Tb(Cn,m])ik, Tb(C[n,m])o;) > w(Tb(C[n,m])ip) 7=0,...,¢" —1

Pero como TH(C[n,ml);x, = Tb(C[n,ml)io + Tb(C[n, m])ox, 0 lo que es lo
mismo Tb(Cn, m|);o = Tb(C[n,m]);x — Tb(C[n, m])or tenemos entonces:

d(Tb(C[n, m])ik, Tb(C[n,ml)o,;) > d(TH(C[n, m));k, Tb(C[n,mlox))

para j =0,...,q™ — 1.

4.3.1 Correccidon de errores

Segin la proposicion 4.2 para corregir un error tendremos que realizar los
siguientes pasos:

e Localizar la palabra recibida en una tabla estandar.

e Suponiendo que la palabra recibida es Th(C[6, 3]);» entonces tomare-
mos como palabra transmitida la palabra que esté en la misma columna
pero en la fila cero, TH(C[6, 3])o - Siendo el error cometido el primer ele-
mento de la fila en la que se encuentre la palabra recibida, TH(C[6, 3]); 0.

e El niimero de errores que corrige viene dado por el niimero de filas que
posee la tabla del cédigo, y los patrones de error que corrige son los
primeros elementos de cada fila.

e La proposicién 4.3 nos indica que corregiremos siempre por la palabra
més cercana del cédigo, segin la distancia de Hamming.
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4.4 Errores que se corrigen adecuadamente

Si tenemos un cédigo lineal C[n, m] C F, con una tabla estandar T'b(C[n,m]),
en la cual hay ¢"~™ filas y ¢"™ columnas, ya hemos visto como corregir erro-
res. Los errores los corregiremos sumando el primer elemento, de la fila en
la que esta la palabra recibida, a dicha palabra. Luego los patrones de error
que se corrigen vienen dados por los primeros elementos de cada fila.

Debido al hecho de que siempre corregiremos por la palabra del cédigo
mas cercana a la palabra recibida se deduce que “sélo debe haber una pala-
bra del cédigo” que tenga distancia minima a la palabra recibida. En caso
contrario no sabriamos cual de las palabras elegir como correcta, se dice en-
tonces que no distinguiriamos el error.

La proposicién 4.3 nos indica que utilizando tablas estdndar tenemos solu-
cionado este problema, pero no podemos corregir adecuadamente todos los
errores mediante una tabla estdndar.

El siguiente teorema nos indica cuando se distinguen dos errores.

Teorema 4.3

Sea C[n, m| un cédigo lineal y sea P un procesador de error para dicho cddigo.
Sea S ={ey,...,es} un conjunto de patrones de error. El procesador de error
P puede distinguir estos patrones de error si y solo si cada patrén estd en
una fila distinta de la de los otros patrones (en una tabla del cddigo).

Demostracién:

= | Sea e un patrén de error y v # e y que esté en la misma fila que e.
Entonces tendremos que u = v — e, con u € C[n,m] y tal que u # 0. Si el
procesador de error corrige el error e entonces corregird v a u.

Supongamos que el procesador P corrige el error v, entonces corregird v
a 0, lo cual no es posible. Luego no existird un procesador de error que dis-
tinga dos errores situados en la misma fila.

<= | Sean e; y e con i # j, entonces podemos construir una tabla estdndar
con e; y e; como primeros elementos de dos filas.

Con dicha tabla se tiene que para toda palabra u del cédigo el procesador
corregira las palabras u +e; y u+¢e; a u.
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Luego el procesador de error P puede distinguir, corregir, dos patrones de
error cuando esten en distinta fila, 7 # j.

Segin todo lo que hemos visto podremos corregir tantos errores como clases
de equivalencia tenga el IF, -espacio vectorial IF'Z /C[n, m], ya que un procesador
de error, P, distingue dos errores si y s6lo si estan en distinta fila, es decir,
si y sélo si pertenecen a distinta clase de equivalencia.

4.4.1 Método practico

Con lo que hemos visto un método “practico” para detectar y corregir errores
serd el siguiente:

Dado un cédigo lineal C[n, m]:

e Construir una tabla estandar, utilizando como primer elemento de cada
fila el tipo de error que queremos detectar y corregir.

e Una vez recibida una palabra comparar con las ¢" palabras de la tabla.

e Seleccionar como palabra correcta la palabra que se encuentre en la fila
cero y en la columna de la palabra recibida.

Este método aunque practico es poco util, ya que hay que realizar ¢" com-
, Y y
paraciones y, a medida que aumenta n ¢" crece aun mas rapidamente.

4.5 Deteccion y correccion de errores median-
te la matriz de control

Segin el método que hemos visto antes necesitariamos almacenar una tabla
de ¢" elementos y realizar, a lo sumo, ¢" comparaciones.

Esto no es practico ya que si utilizamos cédigos con palabras de longitud
algo grande la cantidad de memoria necesaria para almacenar la tabla sera
bastante grande, asi como el niimero de comparaciones necesarias. Por ejem-
plo para ¢ = 2 y n = 25 tendremos que almacenar 2?° = 33.554.432 palabras,
lo cual requiere una gran inversién en memoria y gran cantidad de tiempo
para realizar una comparacién.

Para evitar las ¢" comparaciones y el almacenamiento de toda la tabla
estdndar podemos utilizar la matriz de control del cédigo lineal.
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Proposicion 4.4
Sea C[n, m| un cddigo lineal y H su matriz de control. u,v € ]FZ estin en la
misma fila siy sélo si H -u' = H - v*.

Demostracion:
Como ya hemos visto antes u y v estan en la misma fila si y sélo si se verifica
que u — v € C[n, m| entonces se tiene que:

H-(u—v)!=0<=H-u'=H-v
|

Segiin esta proposicién podemos asignar a cada fila de una tabla estandar un
vector constante, el cual unicamente sera nulo para la primera fila de dicha
tabla.

Definicién 4.5 (Sindrome de una palabra)
Dado un cddigo lineal C[n,m] con matriz de control H llamaremos “sin-
drome de una palabra”, u € IFZ, al siguiente vector (H - u')*.

Como todas las palabras de una fila tienen el mismo sindrome y el error que
corregiremos serd el primer elemento de cada fila entonces unicamente alma-
cenaremos el primer elemento de cada fila junto con su sindrome. De esta
forma necesitaremos menos memoria para almacenar la tabla.

El algoritmo para corregir un error es el siguiente:
e Recibimos la palabra v.
e Calculamos su sindrome (H - v*)".

e Buscamos en la nueva tabla el sindrome anterior y vemos cual de los
elementos tiene dicho sidrome, supongamos que e; es tal que:

(H-ef) = (H - )’

e La palabra correcta serd u = v — e;.

Ademas de necesitar menos memoria para almacenar la tabla de los sindromes
también necesitamos menos tiempo para corregir un error ya que unicamente
tendremos que hacer ¢"~™ comparaciones, en lugar de las ¢" requeridas por
la utilizacién de la tabla estandar.
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4.6 Condicién para la correccion de errores
de peso uno

Los errores de peso uno son una base del IF,-espacio vectorial IFZ. Por ejemplo
paran =3y q=2:

er = (1,0,0)
e; = (0,1,0)
es = (0,0,1)

Sea H la matriz de control de un cédigo lineal:
Cln,m] CTF, =<ey,..., e, >

donde los {e;}, son los errores de peso uno. Segin el teorema 4.3 un
procesador de error P distingue dos errores e; y e; <= estdn en diferente
fila < H - e} # H - ¢}. Ahora bien H - e{ = i-ésima columna de la matriz
de control H, luego de esto se deduce:

Corolario 4.2
Un codigo lineal binario puede distinguir todos los errores de peso uno si y
solo st la matriz de control tiene todas las columnas distintas y no nulas.

[ |
Este corolario lo podemos generalizar a canales no binarios:

Teorema 4.4 (Condicién necesaria y suficiente)

Sea C[n, m| un cddigo lineal con matriz de control H. El cédigo puede corregir
todos los errores de peso uno si y solo si todas las columnas de la matriz
de control son no nulas y ninguna columna es un multiplo de las restantes
columnas®.

Demostracion:

Por el teorema 4.3 los errores de peso uno se distinguen y corrigen <=
estan en diferente fila en una tabla estandar del cédigo <= tienen distintos
sindromes.

1Son linealmente independientes dos a dos.
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Sea e un error de peso uno, es decir una palabra con todas sus compo-
nentes nulas excepto una. Entonces podemos distiguir dos casos:

e Canal binario, sobre F,.

Tendremos que e = e; para algin i, luego H - e} = i-ésima columna
de la matriz de control H.

e Canal no binario, sobre F,, con g # 2.

Sea a; € F, la componente no nula de e, entonces tendremos que
H-e' = a; - ¢;, donde ¢; es la i-ésima columna de la matriz de con-
trol del cédigo H.

Luego los sindromes de los errores de peso uno son multiplos de las columnas
de la matriz de control, H.

Como el codigo distingue y corrige todos los errores de peso uno <= tienen
distinto sindrome, y los sindromes? son multiplos de las columnas de la matriz
de control se tiene que:

El cédigo distingue y corrige todos los errores de peso uno <=
no hay ninguna columna que sea multiplo de las demas.

Recordar que la palabra cero es multiplo de todas, basta con multiplicar
cualquier palabra por el escalar cero.

Segiin este teorema podemos ver si un cédigo distingue y corrige todos los
errores de peso uno s6lo con mirar las columnas de la matriz de control y
comprobar si son linealmente independientes dos a dos.

4.7 Relacion entre la distancia minima y la
matriz de control

En el teorema 2.2, en la pagina 37, vimos que un cédigo puede corregir todos
los errores de peso t si y sélo si dyi, > 2 -1+ 1.

2De los errores de peso uno.
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Teorema 4.5

Sea C[n,m] un cddigo lineal con matriz de control H. El cédigo tiene distan-
cta minima, dp, > d sty sélo si no existen d columnas de la matriz H que
sean linealmente dependientes. Es decir cualquier conjunto de d columnas es
linealmente independiente.

Demostracion:
En la demostracién utilizaremos los siguientes resultados:

1. Como el codigo es lineal su distancia minima es el minimo de los pesos
de las palabras, no nulas, del cédigo.

2. Una palabra u pertenece al cidigo si y sélo si H - u' = 0.

3. Sea u = (uy,...,u,) verificando H - u* = 0 entonces las columnas de
H, H;, donde 7 es tal que u; # 0 son linealmente dependientes.

= | Supongamos que existe una palabra no nula del cédigo, u = (u1,. .., uy),
tal que sea de peso menor o igual que d. Dado que u € C[n, m] tendremos
que H - u' = 0, es decir:

Como u es de peso, a lo sumo, d entonces tendra, como mucho, d componentes
no nulas, por comodidad supondremos que son las d primeras. De esta forma
la ecuacién (4.2) nos queda:

Hu=u -H+ -+ug-H;=0

Como {u;}¢_, son no nulos entonces tenemos d columnas linealmente depen-
dientes en H.

Hemos llegado a esta conclusion suponiendo la existencia de un elemento
de peso menor o igual que d en el c6digo, pero por hipétesis esto no se puede
dar ya que d,,;, > d, entonces en la matriz de control H no existen d colum-
nas linealmente dependientes.

< | Supongamos que H tiene d columnas linealmente dependientes, y supon-
gamos que son las d primeras, por comodidad. Luego existen Ay, ..., Ay € I,
no todos nulos, tales que:

/\1H1++)\de:0
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Tomemos u; = \; parat=1,...,dyu; =0parat=d—+1,...,ny cons-
truyamos v = (uq, . . ., u,). Por construccién tendremos que H -u* = 0, luego
u € C[n,m] y u es no nula ya que en sus d primeras componentes hay, por
lo menos, una que no es nula. Es decir u es una palabra de peso, a lo sumo, d.

Luego si H tiene d columnas linealmente dependientes entonces el cédigo
tiene palabras de, a lo sumo, peso d. Como por hipdtesis H no tiene d
columnas linealmente dependientes entonces el codigo tiene palabras de peso
mayor que d, es decir su distancia minima es mayor que d, d,;, > d.

Este teorema nos indica lo bueno que es un cédigo lineal en virtud de las
columnas de su matriz de control. El sistema para elegir buenos cédigos
consiste en elegir bien las columnas de su matriz de control y tomar como
cédigo el determinado por su matriz de control.

4.8 Ejemplos

4.8.1 Cdbdigo del bit de control de paridad

Este c6digo es un cédigo de 27 = 128 palabra palabras. Es un subconjunto
de IF‘; el cual tiene 28 = 256 palabras, con lo cual el nimero de patrones de
error que tendremos serd 28 — 27 = 128.

Tabla estdndar del cédigo

Como el cédigo tiene 27 = 128 palabras la tabla tendrs 27 = 128 columnas y
el nimero de filas serd 2877 = 2.

Debido a la gran cantidad de palabras de este c6digo no construiremos
su tabla estandar.

Sindromes

Sea H la matriz de control, en forma estandar, del cédigo:

(11 111111)
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Errores | Sindromes
00000000 0
10000000 1

Tabla 4.1: Tabla de sindromes del cédigo del bit de control de paridad.

4.8.2 Cdadigo de triple repeticion

Este c4digo es un cédigo de 2! = 2 palabras. Es un subconjunto de IE'; el
cual tiene 23 = 8 palabras, con lo cual el nimero de patrones de error que
tendremos serd 23 — 2! = 6.

Tabla estandar del cédigo

Como el cédigo tiene 2! = 2 palabras la tabla tendra 2! = 2 columnas y el
nimero de filas serd 23! = 4.

La primera fila estara formada por las palabras del c6digo con la condicion
de que el 0 sea el primer elemento. Luego la primera fila sera:

000 111

Para la segunda fila cogeremos un elemento de ]F; que no este en la fila cero,
y el primer elemento de cada fila ha de ser el de minimo peso de dicha fial. El
elemento 100 no esta en la fila cero, luego elegimos ese elemento como primer
elemento de la fila uno ya que es de peso uno y no es posible encontrar otro
de peso menor. El resto de elementos de la fila seran:

TH(C[3,1])1,: = TH(C[3,1])1,0 + TH(C[3,1])0; i=0,1

Luego la segunda fila sera:
100 011

Siguiendo el mismo razonamiento elegiremos como primer elemento de la
fila tres un elemento que no haya aparecido en las filas anteriores y de peso
minimo, por ejemplo 010 y siguiendo el razonamiento anterior completaremos
la tabla.

TH(C[3,1])20 = 010
Tb(C[3, 1])3’0 = 001
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000 | 111
100 | 011
010 | 101
001 | 110

Tabla 4.2: Tabla estandar del cédigo de triple repeticion.

Correccién de errores

Supongamos que recibimos la palabra 011, que no pertenece al codigo. Para
corregir el c6digo haremos:

e Localizamos el lugar de dicha palabra en la tabla.

Tb(C[3, 1])1,1 = 0]_]_

e Elegimos como palabra correcta la palabra que esté en la misma colum-

na y en la fila cero.
Tb(C[v?), 1])0,1 =111

El error cometido vendra dado por el primer elemento de la fila en la que se
encuentre la palabra recibida:

TbH(C[3,1])1,0 = 100

Luego en la transmisién se ha cometido un error de peso w(100) = 1 en el
primer bit.

Sindromes

Supondremos que queremos corregir los mismos errores que se corrigen con
la tabla 4.2.

Sea H la matriz de control, en forma estandar, del cédigo:

110
H‘(101>

Para corregir errores supongamos que recibimos la palabra 101, calcu-
lamos su sindrome que sera 10. Entonces utilizando la tabla 4.3 buscamos el
error que tiene sindrome 10, dicho error es 010. Luego la palabra transmitida
serd 101 — 010 = 111. Recordar que —1 =1 en [F,.
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Errores | Sindromes
000 00
100 11
010 10
001 01

Tabla 4.3: Tabla de sindromes del cédigo de triple repeticién.

4.8.3 Cdbdigo de triple control

Este c6digo es un cédigo de 23 = 8 palabras. Es un subconjunto de IE‘; el
cual tiene 2% = 64 palabras, con lo cual el niimero de patrones de error que
tendremos sera 26 — 23 = 56.

Tabla estandar del cédigo

Como el cédigo tiene 22 = 8 palabras la tabla tendrd 22 = 8 columnas y el
nimero de filas serd 2673 = 8.

La primera fila estara formada por las palabras del c6digo con la condicion
de que el 0 sea el primer elemento. Luego la primera fila sera:

000000 100110 010101 001011 111000 011110 101101 110011

Para la segunda fila cogeremos un elemento de IFZ que no este en la fila cero,
y el primer elemento de cada fila ha de ser el de minimo peso de dicha fila.
El elemento 100000 no esta en la fila cero, luego elegimos ese elemento como
primer elemento de la fila uno ya que es de peso uno y no es posible encontrar
otro elemento de peso menor. El resto de elementos de la fila seran:

Tb(C[6,3])1; = TH(C[6,3])1,0 + TH(C[6,3])0; i=1,...,7
Luego la segunda fila seréa:

100000 000110 110101 101011 011000 111110 001101 010011
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Siguiendo el mismo razonamiento escogeremos como primer elemento de
la fila dos un elemento de IF; que no aparezca en las filas cero y uno. Como
hay elementos de peso uno que no aparecen en dichas filas elegiremos como
primer elemento de la fila dos 010000. Y siguiendo el mismo razonamiento
construiremos la fila y eligiremos los siguientes elementos:

T5(C[6,3])30 = 001000
Tb(C[6,3])s0 = 000100
Tb(C[6,3])s0 = 000010
TH(C[6,3])s0 = 000001

Para elegir el primer elemento de la fila siete observaremos que todas las
palabras de ]Fg de peso uno estan en alguna de las filas anteriores, con lo cual
el elemento de la fila siete de menor peso tendra un peso mayor o igual que
dos. El elemento 100001 no esta en ninguna de las filas anteriores con lo cual
lo elegiremos como primer elemento de la fila siete.

En la tabla 4.4 podemos ver una tabla estdndar para el cédigo de triple

000000 | 100110 | 010101 | 001011 | 111000 | 011110 | 101101 | 110011
100000 | 000110 | 110101 | 101011 | 011000 | 111110 | 001101 | 010011
010000 | 110110 | 000101 | 011011 | 101000 | 001110 | 111101 | 100011
001000 | 101110 | 011101 | 000011 | 110000 | 010110 | 100101 | 111011
000100 | 100010 | 010001 | 001111 | 111100 | 011010 | 101001 | 110111
000010 | 100100 | 010111 | 001001 | 111010 | 011100 | 101111 | 110001
000001 | 100111 | 010100 | 001010 | 111001 | 011111 | 101100 | 110010
100001 | 000111 | 110100 | 101010 | 011001 | 111111 | 001100 | 010010

Tabla 4.4: Tabla estandar del cédigo de triple control.

repeticién. No es la tnica tabla estandar. Para obtener otras tablas estandar
bastara con elegir distintos elementos como primer elemento de cada fila obte-
niendo las mismas filas, pero en ordenadas de distinta forma.
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Correcciéon de errores

Supongamos que recibimos la palabra 111100, la cual no pertenece al cédigo.
Para corregir el error haremos:

e Localizamos el lugar de dicha palabra en la tabla.

Tb(C[6, 3])44 = 111100

e FElegimos como palabra correcta la palabra que esté en la misma colum-
na y en la fila cero.

Th(C[6, 3])o4 = 111000

El error cometido vendra dado por el primer elemento de la fila en la que se
encuentre la palabra recibida:

Tb(C[6, 3]) 1,0 = 000100

Luego en la transmisién se ha cometido un error de peso w(000100) = 1 en
el cuarto bit.

Sindromes

Supondremos que queremos corregir los mismos errores que se corrigen con
la tabla 4.4.

Sea H la matriz de control, en forma estandar, del cédigo:

110100
H=|1101010
011001

Obviamente requiere menor costo almacenar la tabla 4.5 que almacenar
la tabla 4.4.

Para corregir errores supongamos que recibimos la palabra 100011, calcu-
lamos su sindrome que serda 101. Entonces utilizando la tabla 4.5 buscamos
que error tiene sindrome 101, dicho error es 010000. Luego la palabra trans-
mitida serd 100011 — 010000 = 110011. Recordar que —1 = 1 en F,.
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Error | Sindrome
000000 000
100000 110
010000 101
001000 011
000100 100
000010 010
000001 001
100001 111

Tabla 4.5: Tabla de sindromes del codigo de triple control.

4.9 Ejercicios

Ejercicio 4.1
Programar la correccion de errores de un codigo lineal utilizando sindromes.

Solucién:
Se ha programado el funcionamiento de un procesador de error para el cédigo
de triple control utilizando la tabla de sindromes.

El programa estd escrito en lenguaje C'y el c6digo se suministra con este
documento, el cddigo fuente suministrado fue desarrollado bajo LiNUX y para
compilarlo sélo teclea “make”.

El funcionamiento del programa es el siguiente:

e El programa pide, por teclado, una palabra de seis digitos bindrios.
Para prevenir el funcionamiento anémalo del programa se ha recurrido a
admitir una cadena, de hasta 80 caracteres, como entrada. El programa
seleccionara los seis primeros caracteres numéricos y los convertira a Fy,
considerando a estos como la palabra recibida.

e El programa conoce, a priori, las palabras del cédigo, su matriz de
control y los patrones de error.

e Seguidamente calculara el sindrome de la palabra recibida, asi como los
sindromes de todas palabras de peso uno, errores, y el de una palabra
de peso dos, para detectar cuando ocurre un error de peso dos.
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e Si el error es peso menor o igual que uno el programa da la palabra
transmitida originalmente.

e Si el error es de peso dos el programa indica que ocurrio un error
de peso dos, y no nos da la palabra que se transmitié originalmente.
Para poder calcular esta palabra seria necesario tener alguna hipétesis
adicional sobre que error de peso dos es el que mas se da en el canal de
transmision.

Ejercicio 4.2
Programar la la correccion de errores de un codigo lineal utilizando una tabla
estandar.

Solucién:
Se ha programado el funcionamiento de un procesador de error para el codigo
de triple control utilizando una tabla estandar.

El programa estd escrito en lenguaje C'y el c6digo se suministra con este
documento, el cédigo fuente suministrado fue desarrollado bajo LiNUX y para
compilarlo sélo teclea “make”.

El funcionamiento del programa es el siguiente:

e El programa pide, por teclado, una palabra de seis digitos bindrios.
Para prevenir el funcionamiento anémalo del programa se ha recurrido a
admitir una cadena, de hasta 80 caracteres, como entrada. El programa
seleccionara los seis primeros caracteres numéricos y los convertira a [y,
considerando a estos como la palabra recibida.

e El programa conoce, a priori, las palabras del cédigo y los patrones de
error.

e Seguidamente calculara la tabla estandar a partir de las palabras del
codigo y los patrones de error.

e Si el error es peso menor o igual que uno el programa da la palabra
transmitida originalmente.

e Si el error es de peso dos el programa indica que ocurrio un error
de peso dos, y no nos da la palabra que se transmitié originalmente.
Para poder calcular esta palabra seria necesario tener alguna hipdtesis
adicional sobre que error de peso dos es el que mas se da en el canal de
transmision.
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Capitulo 5

Cddigos r-perfectos

Definicién 5.1 (Cédigos r-perfectos)
Sea C[n,m| un cddigo. Se dice que es “r-perfecto” si para cada palabra
v e T, existe una unica palabra u € Cln,m] tal que d(u,v) <r.

Observacion 5.0.1
e (Como detecta y corrige errores de peso menor o igual que T entonces
su distancia minima verifica que dp, > 2 -1 + 1.

Definicién 5.2 (Bola o disco, abiertos, de centro v y radio r)
Llamaremos bola o disco, abiertos, de centro u y radio r y los denotaremos
por D(u, ) al siguiente congunto:

D(u,r)={ve ]FZ verificando d(u,v) <r }

Definicién 5.3 (Bola o disco, cerrados, de centro u y radio r)
Llamaremos bola o disco, cerrados, de centro u y radio r y los denotaremos
por D(u,r) al siguiente conjunto:

D(u,r)={ve IFZ verificando d(u,v) <r }

. . . g
En las dos definiciones anteriores u € ]Fq.
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5.1 Cébdigos binarios r-perfectos

Los siguientes resultados pueden ser generalizados para cédigos no binarios.

5.1.1 Numero de palabras en un disco cerrado

Lema 5.1 (Nimero de palabras en un disco cerrado)
Dado un disco cerrado D(u,r) donde u € F, yr € Z se tiene que el nimero
de palabras que hay en dicho disco, |D(u,r) |, es:

__ n mn Ve

D - e

D) | (0> " (1) Tt (T)
Desmostracién:

El niimero de palabras en D(u,r) es el nimero de palabras que podemos
construir variando hasta r bits.

Dada u hay (7) palabras v tales que d(u,v) = i, luego por la definicién
de disco cerrado y distancia tendremos que:

P = (3)+ (5) ++ (1)

Observacion 5.1.1

e De este lema se deduce que el nimero de palabras que hay en un disco
cerrado® tnicamente depende de su radio r y nunca de su centro. Luego
utilaremos la siquiente notacion:

[D(u,7) | = |D; |

1Con la distancia de Hamming.
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5.1.2 ;Cuantos cédigos r-perfectos existen?

Lema 5.2
Un cddigo r-perfecto, C[n, m] es unién disjunta de discos cerrados centrados
en palabras del cddigo y radio r. Para codigos bindrios.

Demostracién:
Como C[n,m] es un cédigo r-perfecto se tiene que:

Fy = U D(u,r) (5.1)

u€Cln,m]

donde las D(u,r) para u € C[n,m] son disjuntas entre si, es decir:
D(u;,7) ﬂﬁ(uj,T) =0 parai#j

La ecuacién (5.1) se deduce de la definicién de c6digo r-perfecto:

e Que F, es la unién de discos cerrados se deduce del hecho de que al
ser C[n, m] un cédigo r-perfecto dada v € I, , una palabra cualquiera,
siempre existe una palabra u € C[n, m] tal que d(u,v) < r.

e Y el hecho de que los discos sean disjuntos se deduce del hecho de que
las palabras u € C[n, m| anteriores son unicas?.

En F, tenemos 2" palabras y en C[n, m] tenemos 2™ palabras. De esto y
de los lemas 5.1 y 5.2 se deduce que un cédigo r-perfecto verifica:

w2 (1)< () -+ ()

Luego tendremos tantos cédigos r-perfectos como n y m verifiquen la condi-
cién anterior.

2Por definicién de cédigo r-perfecto.
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Proposicion 5.1
Si eziste un cddigo C[n, m| r-perfecto entonces no eziste ningin cédigo C[n, m']
con m' > m y que tenga distancia minima mayor que 2 - 7.

Demostracién:
Sea C[n, m] un cédigo r-perfecto. Entonces por los lemas 5.1 y 5.2 tendremos
que:

2" =2".|D, | (5.2)

Sea C'[n,m'] con m' > m tal que dp;; > 2 -7 es decir, dpipy > 2 -7+ 1
entonces el c6digo corrige errores de peso menor o igual que 7, luego C'[n, m)|
es r-perfecto. Entonces:

" =2".|D, |

Teniendo en cuenta esta ultima ecuacién y (5.2) llegamos a la conclusién de
que m' = m.

Luego para una distancia minima fijada, 2 - r + 1, los cédigos r-perfectos
tienen los bits de informacion, m, maximos. Para cédigos con igual longitud
de palabra.

5.1.3 Casos posibles de cédigos binarios perfectos
Los cédigos de repeticion

Estos codigos tienen longitud n y repiten cada bit de informacién n—1 veces.
Estos cddigos son de la forma C[n, 1], donde n = 2 -r + 1, con r arbitrario.

o~ (2-r+1
2n — 22 r+1 1 + 1 2:r+1 — ( )12-r+1i . 11’ _
=(1+1) 2_; Z.

B Qil 20r+1 2o+ 1) (201 (201
I 0 1 2.r+1)

_ 21.2(2-7«;1)

=0

Hemos utilizado el binomio de Newton y la siguiente propiedad de los niimeros

combinatorios:
ny n! B n
r) rl-(n—7r) \n-r
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con la cual se tiene que:

2-r+1\ 2-r+1
0 S \2r4 14
Estos cédigos son r-perfectos.

Los cédigos de Hamming
Los cédigos de Hamming verifican:

1

92¢—=1 _ 92F—k-1 Z <2k - 1)
1

1=0

Estos codigos son 1-perfectos.

El cédigo de Golay Gas
Este cédigo verifica:
23
923 _ 912

Este codigo es 3-perfecto.
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Capitulo 6

Cddigos lineales de Hamming

Hemos visto en el capitulo 4 que un cédigo que corrija todos los errores
de peso uno ha de tener una matriz de control con columnas linealmente
independientes dos a dos, y en el caso de ser un cédigo binario, sobre Fs,
basta con que las columnas sean no nulas y distintas entre si.

6.1 Cdbdigos binarios de Hamming

Estos c6digos son binarios, sobre F,.

Definicién 6.1 (Cédigo binario de Hamming)

El “codigo binario de Hamming” de orden k es aquel cuya matriz de
control Hy es aquella matriz que tiene por columnas todas las palabras bina-
rias no nulas de longitud k. A este cddigo lo denotaremos como Ham(k).

H3:

O = =
— = O
—_
—_ o =
o O =
o = O
_= o O

Figura 6.1: Matriz de control, en forma estandar, de Ham(3).
Por contruccion estos codigos son binarios y con todas las columnas de su
matriz de control distintas y no nulas, entonces por lo visto en el capitulo

anterior tendremos que estos cédigos corrijen todos los errores de peso uno.

Observando las matrices de control de los c6digos de Hamming Ham(3)
y Ham(4), en las figuras 6.1 y 6.2 respectivamente, podemos observar lo si-
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1001101011110¢00
H, = 11010111100O0100
0110101111000T10
0011010111100 0°1

Figura 6.2: Matriz de control, en forma estandar, de Ham(4).

guiente:

Cédigo | Bits totales | Bits de informaciéon | Tipo de codigo
Ham(3) 7 4 C[7,4]
Ham(4) 15 11 C[15, 11]

6.1.1 Los cddigos de Hamming son lineales

Por definicién un cédigo de Hamming es aquel que tiene como matriz de con-
trol a Hy. Luego suponiendo que Hy es la matriz incidente de un subespacio
vectorial nos basta con calcular que vectores se anulan al multiplicarlos por
H,, y estos formaran un subespacio vectorial.

6.1.2 Parametros de los cédigos de Hamming

Proposicién 6.1 (Pardmetros de los cédigos de Hamming)
El cédigo de Hamming Ham(k) tiene los siguientes pardmetros:

1. La longitud de las palabras de Ham(k) es 2F — 1.
2. El rango del cédigo Ham(k) es 28 — k — 1.

3. La distancia minima, dy,, de Ham(k) es 3.

Demostracion:

1. La longitud de las palabras de Ham(k) es 2F — 1.

Como estos cddigos son binarios las palabras del cédigo estaran for-
madas por dos elementos, en particular las columnas de su matriz de
control.
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La columnas de su matriz de control son todas las palabras de longi-
tud £ no nulas. Los elementos de cada columna pueden ser dos, los
elementos de F,, y cada columna tiene k£ elementos entonces el niimero
de posibles columnas de k elementos de F, es 2¥, como no estamos
considerando el elemento nulo entonces tendremos que el numero de
columnas no nulas de longitud k es de 2% — 1.

Ahora bien, como el cédigo es lineal tendremos que:
Hi-u'=0

donde Hy es la matriz de control de Ham(k) y u* € Ham(k). Entonces
para poder multiplicar Hj, por el vector columna u’ se tiene que u' ha
de tener el mismo niimero de columnas que la matriz H; y como esta
tiene 2F — 1 columnas entonces el vector u! tiene 2% — 1 filas, luego tiene
una longitud de 2% — 1.

. El rango del cédigo Ham(k) es 2% — k — 1.

El rango de un cddigo lineal coincide con el rango de su matriz de
control. Para el cédigo Ham(k) se tiene que es del tipo C[n = 2 —1, m]
y la matriz de control un cddigo lineal del tipo C[n,m] es de orden
(n —m) x n. En el caso de los cédigos lineales Ham(k) se tiene que
n—m=kyn=2%—1 entonces tendremos que m = 2¥ — k — 1. De
donde se deduce que Ham(k) es un cédigo C[2F — 1,2F — k — 1], luego
su rango es 2 — k — 1.

. La distancia minima, d,;,, de Ham/(k) es 3.

Por el teorema 4.5, en la pagina 98, se tiene que Ham(k) corrige errores
de peso 1 luego din = 3.
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6.1.3 Palabras del cédigo Ham (k)

Ya hemos visto como se construyen los cédigos de Hamming, vienen deter-
minados por su matriz de control. Como estos cédigos son lineales podemos
utilizar su matriz de control para calcular las palabras que forman el codigo.

El c6digo de Hamming Ham(3) utiliza siete bits para transmitir infor-
macion, de los cuales tres son de control. Utilizando la matriz de control en
forma estandar tendremos que el cédigo sera:

Ham(3) C Fy = { (21, 22, T3, T4, 1, C2, C3) | zi,cj €y }

Para determinar las palabras del cédigo utilizaremos las ecuaciones implicitas
del mismo:

&

)
1 011100 X3 0
1110010 X4 = 0
01 11001 C1 0
Co

KC«%/

Como sabemos que el cédigo es binario y utiliza cuatro bits para transmitir

1 = X1+x3+ 24
Co = 1+ 22+ 23
C3 = X2+ T3+ T4

Figura 6.3: Ecuaciones implicitas del cédigo Ham(3).

informacién tendremos que el cédigo Ham(3) tiene 2* = 16 palabras.

Todas las palabras del cédigo se pueden calcular a partir de las ecuaciones
implicitas del cédigo, figura 6.3.

Para calcular las palabras de cualquier cédigo Ham(k) basta con proceder
de la misma manera que hemos hecho con el cédigo Ham(3).
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6.1.4 La matriz generadora de Ham (k)

El cédigo lineal Ham(k) es un cédigo del tipo C[2* — 1,2 — k — 1], como
ya habiamos visto. Luego su matriz generadora serd una matriz de orden
2k —1)x (2* -k —1).

La matriz generadora la podemos dividir en dos partes. La primera parte
ser4 la matriz identidad de orden (28 — k — 1) x (2¥ — k — 1). Mientras que
la segunda parte serd una matriz de orden k x (2% — k — 1).

Cada columna de la matriz generadora, siempre en forma estandar, es
una base de Ham(k) de tal forma que la primera matriz en la que hemos
subdividido la matriz generadora sea una matriz identidad. Una vez calcu-
ladas la ecuaciones implicitas de Ham(k) podemos calcular una base para
tener la matriz generadora en forma estdndar, con lo cual obtenemos que la
matriz generadora, en forma estdndar, para Ham/(3) seré:

1000
0100
0010
0001
1011
1110

\0o111)

6.2 Ham(k) es el mejor cédigo con pardmetros
n,myd
El c6digo Ham(k) es 1-perfecto, luego no existe ningin cédigo con m mayor

que este cddigo. Luego su razén, ™, es la mayor que se puede dar para
cédigos con longitud n y distancia minima 3.

6.2.1 Ham(3) vs triple control

Nos referiremos al cédigo de triple control como C'T'C'. Los sindromes de
ambos cdodigos son de tres bits.
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Sindromes | Errores CTC | Errores Ham(3)
000 000000 0000000
100 000100 0000100
010 000010 0000010
001 000001 0000001
110 100000 1000000
101 010000 0001000
011 001000 0100000
111 100001 0010000

Tabla 6.1: Sindromes de Ham(3) y CTC.

Con el cédigo CTC podemos corregir todos los errores de peso uno y
ademés un sélo error de peso dos. ;Como elegir el error de peso dos que
vamos a corregir?. La unica forma en la que la eleccién de un error de peso
dos nos daria una correccién fiable seria cuando en el canal de transmision
unicamente se cometiera un error de peso dos de todos los posibles errores
de peso dos, algo poco probable.

Por el contrario en el Ham(3) se corrigen todos los errores de peso menor
o igual que uno y ningin error mas, es decir, cualquier palabra en la que
se haya cometido un error se puede transformar en una palabra mediante el
cambio de un tnico bit. El cambio de este bit estaria determinado por el
sindrome de la palabra recibida.
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Proposicion 6.2
Para cada palabrav € Ty conn = 28—1 existe una unica palabra v € Ham(k)
tal que d(u,v) < 1.

Demostracion:

e Veamos la existencia.

Seav € F,. Hy-v' =0 sfysélosive Ham(k). En caso contrario
el sindrome seria una palabra no nula de longitud k, y como todas las
palabras de longitud k aparecen en la tabla de sindromes' su sindrome
se corresponderd con un e;, donde e; denota a aquella palabra en la que
todos sus bits son nulos excepto el i-ésimo que es uno. Luego se tendrd
que u =v —e; y u € Ham(k).

e Veamos la unicidad.

La unicidad se deduce de que la distancia minima de los cédigos Ham(k)
es 3, es decir, detecta y corrige todos los errores de peso uno. Que es
el error que estamos corrigiendo.

Para la transmisién de un mensaje por un canal binario y simétrico con
probabilidad de error p = ﬁ tenemos que si queremos transmitir un men-
saje de 10000 bits la probabilidad de transmisién correcta sera:

10000

((0.999)7 + 7 - (0.001) - (0.999)%) % ~ 0.949

Para el codigo de triple control esta probabilidad era 0.951. Luego la
probabilidad de transmisién correcta en ambos cédigos es muy similar.

La razén de Ham(3) es 3 ~ 0.5714 mientras que la razén del cédigo de
triple control es % = 0.5. Esto nos indica que es mas eficiente Ham(3) ya que
para mandar el mismo mensaje utilizarda menos bits que el cédigo de triple

control.

Para una transmisién de 10000 bits el cédigo de triple control mandard
20000 bits, mientras que el Ham(3) mandard 17500.

1Se puede ver en la tabla 6.1 donde k = 3.
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6.3 Simetrias en Ham(3)

Definicién 6.2 (Palabras complementarias)

Para una palabra binaria u se define su “palabra complementaria” v
como aquella que se obtiene al cambiar ceros por unos y unos por ceros en la
palabra u.

0000000 1111111
1000110 0111001
0100011 1011100
0010111 1101000
0001101 1110010
1100101 0011010
1010001 0101110
1001011 0110100

Figura 6.4: Palabras del c6digo Ham(3).

En la tabla 6.4 se puede ver que en el cédigo Ham(3) esta una palabra y
su complementaria.

Definicién 6.3 (Rotaciones ciclicas)
Dada una palabra v “rotar ciclicamente” u significa desplazar hacia la
derecha todos sus bits y poner como primer bit su ultimo bit. Si tenemos
que U = a1a0a304a5a¢a708 entonces al rotar ciclicamente u obtendremos la
stguiente palabra:

aga1020a304050607

Utilizando la tabla 6.4 podemos ver que dada una palabra cualquiera de
Ham(3) su rotacién ciclica también pertenece a Ham(3). Entonces es obvio
que rotar ciclicamente k veces una palabra en Ham(3) produce otra palabra
de Ham(3).

Definicién 6.4 (Cédigos ciclicos)

Reciben el nombre de codigos ciclicos aquellos codigos en los que la rotacion
ciclica de cualquier palabra del codigo produce otra palabra del codigo.

De todo esto se deduce la siguiente proposicion:

Proposicion 6.3
El cdédigo Ham(3) es un cddigo ciclico en el cual las palabras complemen-
tarias de una del codigo pertenecen al codigo.
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6.4 Ejercicios

Ejercicio 6.1
Dada la siguiente matriz de control de un codigo lineal binario:

1011
H=11110
0111

OO =
O = O
= o O

calcular el codigo al que corresponde. Dicho codigo es el codigo de Hamming
Ham(3), el cual es 1-perfecto.

Solucién:
Dado que H es la matriz de control de un cédigo lineal por definicion se tiene
que cualquier palabra del cédigo aplicada a la matriz sera cero:

()

)
1 011100 T3 0
1 110010 X4 = 0
0111001 Ts 0
Te

\ o1 )

De donde obtenemos las ecuaciones implicitas del cédigo:

Ts = X1+ T3+ T4
Tg = X1+ To+ T3
Ty = X9+ T3+ X4

Recordar que estamos trabajando sobre Fy, donde tenemos que —1 = 1.

Luego tenemos un cddigo lineal con longitud de palabra 7 en el que los
tres ultimos bits vienen determinados por los cuatro primeros, son funciéon
lineal?, luego son combinacién lineal de los cuatro primeros bits. Es decir el
cédigo lineal es de dimensién cuatro. Luego el cédigo buscado es un cédigo
C[7,4].

2La suma de elementos es una funcién lineal.
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Para calcular todas las palabras del cédigo basta con encontrar cuatro vec-
tores linealmente independientes, ya que al ser el c6digo de dimensién cuatro
si encontramos cuatro vectores linealmente independientes, que pertenezcan
al cédigo, generaran el codigo. Con el fin de dar la matriz generadora en
forma esténdar cogeremos los vectores {e;}1_; donde de los cuatro primeros
bits unicamente sea no nulo el i-esimo y los bits del quinto al septimo estaran
determinados por las ecuaciones implicitas del cédigo.

er = (1,0,0,0,1,1,0)
e; = (0,1,0,0,0,1,1)
es = (0,0,1,0,1,1,1)
e = (0,0,0,1,1,0,1)

Luego la matriz generadora, en forma estandar, del cédigo sera:

(1000
0100
0010
0001
1011
1110

\0111)

Como el cédigo es de dimension cuatro y estamos trabajando sobre un cuerpo
finito de dos elementos, IFy, tendremos que el cédigo tendrs 2* = 16 palabras.
La forma de calcularlas serd coger todas las posibles combinaciones, 16, de
cuatro elementos de [, y anadirle otros tres bits, los determinados por las
ecuaciones implicitas del cédigo.
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Cddigos ciclicos
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Capitulo 7

Cddigos ciclicos

Definicién 7.1 (Cdédigos ciclicos)
Dado un cddigo lineal C[n, m] diremos que es un “cédigo ciclico” si verifica
que para toda palabra u € C[n, m|:

U= (Ug,Ug ..., Up_1,Up) => (Up, U1, Uy ..., Up_2,Up_1) € C[n,m)]

Definicién 7.2 (Permutacién ciclica de orden uno)

Una “permutacion ciclica de orden uno” es una aplicacion que desplaza
un lugar hacia la derecha todos los elementos de una sucesion finita poniendo
como primer elemento de la sucesion el ultimo. S7 o es una permutacion
ciclica de orden uno entonces:

0( (al,a2,a3,a4) ) = (a4,a1,a2,a3)

Definicién 7.3 (Permutacién ciclica de orden k)
Una “permutacion ciclica de orden k” consiste en aplicar k veces una
permutacion ciclica de orden uno.

O'k( (a1,a9,a3,a4) ) = (0000 5. oo)( (a1, a9, a3,a4) )
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Proposicion 7.1
Los cddigos ciclicos son invariantes por permutaciones ciclicas.

Demostracion:

Para ver que son invariantes por permutaciones ciclicas tenemos que ver
aplicar una permutacion ciclica de orden k, para cualquier k£, a una palabra
cualquiera del cédigo produce otra palabra del codigo.

Aplicar una permutacion ciclica de orden k equivale a aplicar k£ veces la
permutacién ciclica de orden uno, por definicion.

Al aplicar la permutacién ciclica de orden uno a un elemento de C[n, m]
obtenemos otro elemento del cédigo, ya que el cédigo es ciclico. Si a este
elemento le volvemos a aplicar la permutacion ciclica volvemos a obtener otra
palabra del cédigo y asi sucesivamente. Luego un cédigo ciclico es invariante
por permutaciones ciclicas.

7.1 El anillo F,[z]/(z" — 1)

F,[z]/(z™—1) es un anillo conmutativo con unidad y ademds es un F,-espacio
vectorial'.

F,[z]/(z" - 1) =< 1,7,..., 2" >

como I -espacio vectorial.

Sean P(z),Q(z) € F,[x] entonces son equivalentes médulo 2™ — 1 cuando
su diferencia es un miltiplo de x™ — 1.

P(z) = Q(z) mod 2" — 1 <= P(z) — Q(x) =(z" - 1)

Los c6digos que estamos utilizando son siempre subespacios vectoriales
del [F,-espacio vectorial IFZ. Podemos establecer un isomorfismo entre IFZ y

Fylz]/(z" = 1):

F,[z]/(P(z)) — F,
a+a-T+...+ap_1-" — (ao,al,...,an_l)

1Ejercicio 7.1 en la pégina 133.
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Proposicién 7.2
Multiplicar por T en Fy[z]/(z™ —1) equivale a aplicar una permutacion ciclica
de orden uno en T, .

Demostracion:

Sea p(z) = ag+a,-T+...+a,_1-T" * entonces por el isomorfismo anterior se
corresponderd, de forma tnica, con (ag,as,...,a, 1) € ]FZ. Multipliquemos
m por x:

S

T-p(r)=ap-T+a T +... 40, 2T ' +a, -7

pero como z" —1 = 0 en I, [z] /(2™ — 1) tenemos que 2" = 1 en F,[z]/(2™ — 1),
luego:
T-px)=an_1+ayg-T+a T +...4 a9 -T" "
el cual se corresponde, por el isomorfismo anterior, con:
(an_1,00,G1,- .-, 0n_2) € IFZ

elemento que se obtiene al aplicar una permutacién ciclica a (ag, a1, .. ., a, 1),
N (2
elemento que representa a p(z) en F, .

[ |
Corolario 7.1
Multiplicar por T con i =0,...,n —1 en F,[z]/(z™ — 1) equivale a aplicar
una permutacion ciclica de orden 1 en ]FZ.

Demostracion:
Inmediata a partir de la proposicién 7.2.

Teorema 7.1
Sea Cln,m] C Fy[z]/(z™ — 1) un cddigo. Cln,m| es ciclico sty sdlo si para
todo p(x) € Cln,m] se verifica que T - p(x) € C[n, m)].

Demostracién:
Inmediata a partir de las definiciones y la proposicién 7.2.

Corolario 7.2

St p(x) € Fylz]/(a™ — 1) entonces para i € Z se tiene que:

7 - p(a) € Fla]/(a" - 1)

Demostracion:
Es inmediato a partir del teorema 7.1 y 7 = Z¢

i-1) .
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7.2 Caracterizacion de los cédigos ciclicos

Los cédigos ciclicos son ideales del anillo F,[z]/(z™ — 1).

Proposicion 7.3
Sea C[n,m| un cédigo ciclico. Para todo p(x) € C[n,m| y para cualquier

Q(z) € Fy[z]/(z™ — 1) se tiene que p(z) - Q(z) € C[n, m].

Demostracion:
Sean:

p@)=po+p - T+...+pp1 T € C[n,m]
Q) =g +q T+...4¢ 1 -7 € Fz]/(=" - 1)

entonces se tiene que:

p(z) - Qx) = qo-p(a) +q1-T-p(x) + ...+ gy - 7" - p(2)

como el codigo es ciclico se tiene que:

7' -p(z) €Cn,m] i=0,1,...
y como el cédigo es lineal se tiene que:

A - h(z) € C[n,m)|

para A € F, y h(z) € C[n,m]. Luego p(z) - Q(x) es la suma de polinomios
que pertenecen al cédigo y por la linealidad de este la suma de elementos del
cédigo pertenece al codigo.

Teorema 7.2 (Caracterizacion de los cédigos ciclicos)
Un cddigo C[n,m] es ciclico si y sdlo si como subconjunto es un ideal de

Fyla]/ (2" = 1).

Demostracién:
Es inmediato a partir de la definicién de ideal y de la proposicién 7.3.

Segun este teorema todos los cédigos ciclicos son ideales del anillo, de ideales
principales, F,[z]/(z™ — 1). Luego todos sus ideales estardn generados por

un elemento, es decir serdn de la forma (h(z)).

En el ejercicio 7.1, en la pagina 133, se demuestra que todos los ideales
del anillo F,[z]/(z™ — 1) estdn generados por los productos de los factores
irreducibles en los que descompone 2™ — 1 en T, [z].
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Definicién 7.4 (Polinomio generador del cédigo ciclico)
Se llama “polinomio generador del cddigo ciclico” al polinomio que
genera el ideal al que corresponde el codigo.

7.3 Construccion de cédigos ciclicos
Sea C[n, m| un cédigo lineal ciclico. Tendremos entonces que:
C[n,m] C FZ y Cln,m] ~ lF;n
Ademas como el codigo es ciclico se corresponde con un ideal del anillo
Fyla]/ (2™ = 1):
Cln,m] = (g9(z)) cong(x)=as+ar - T+...+am -7 "
7.3.1 Matriz generadora de un cddigo ciclico

La matriz generadora del c6digo ciclico C[n, m| serd la matriz de la aplicacién
lineal:

F, — C[n,m]
Observar que F,[z]/(z" — 1) es un F,-espacio vectorial, ademds de anillo, por
lo cual cualquier ideal suyo es también subespacio vectorial.

Por el teorema 7.2 sabemos que los cédigos ciclicos son los ideales del
anillo I, [z]/(z™ — 1), o lo que es lo mismo su polinonio generador divide a
z" — 1, sobre F,.

Sea 2™ — 1 = py(z) - pr () la descomposicién en irreducibles sobre F,[z], y
sea g(x) = p1(z)-pi(x) con i < r, entonces tendremos que z" —1 = g(x)-h(z)
con:

m

g() = go+g-T+...+gnr-2"
h(z) = ho+h -xz+...4+hg-2™

Sea C = (g(z)) y llamemos A = F,[z]/(z™ — 1), entonces:

A/C =T,[z]/(9(z))

F,[z]/(g(x)) es de dimensién n — m, luego el cédigo serd de dimensién m.
Para encontrar una base nos bastaria con encontrar m vectores linealmente
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independientes entonces formarian base al estar en un subespacio de dimen-
sién m.

C=<g(x),r-g(),... 2" " g(x) >

Que son base es inmediato, ya que al ser C un cédigo ciclico y g(z) € C
entonces z° - g(z) € C. Dichos polinomios expresados en la base canénica de
A seran:

g(x) = (90;--+>9n-m,0,"7,0)
z-g(x) = (0,90, 9n-m,0,"-2,0)

que son m vectores linealmente independientes, luego generan. La matriz
generadora del cédigo sera:

o ... 0
( z(l) Jgo .- 0 \
g2 91 :
: : 9o
o .
0 gn-m
\ 0 0 5 Gum /

Luego tenemos un cédigo de dimension m y con palabras de longitud n, luego
nuestro c6digo serd del tipo C[n, m|.

7.3.2 (Cébdigo dual de un cédigo ciclico
Sea 2™ — 1 = g(z) - h(z) y C[n,m] = (¢g(x)) entonces definimos el cédigo dual
de C[n,m], y lo denotamos como Ct[n,m], al cédigo ciclico generado por el

polinomio z* - h(z~1).

La matriz generadora de C1[n, m] es la matriz de control de C[n, m].
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7.4 Cddigos de Reed-Solomon

Sea 8 una raiz primitiva n-ésima de la unidad® en F, y f(z) su polinomio
minimo, entonces:

" —1=(x—1)- fi(z) - fu(x)

definamos el polinomio g(z) como el minimo comim multiplo de los poli-
nomios minimos f, ..., fx. Entonces el codigo generado por dicho polinomio
es un codigo BCH.

Si tomamos n = ¢ — 1, ¢ = 2%, el cédigo resultante se llama cédigo de
Reed-Solomon.

7.5 Ejercicios

Ejercicio 7.1
Sea P(z) un polinomio en x de grado n y con coeficientes en F,.

1. Probar que Fy[z]/(P(z)) es un espacio vectorial y que:

F,[z]/(P(z)) =< 1,7,..., 7" >

2. Calcular los ideales del anillo F,[x]/(z™ — 1).

Los ideales del anillo F,[x]/(z™ — 1) clasifican los cidigos ciclicos.

Solucion:

1. Sea P(z) un polinomio en x de grado n y con coeficientes en F,.

F,[z]/(P(x)) son los restos al dividir polinomios en x con coeficientes
en I, por P(z). Luego serdn polinomios en z con coeficientes en F, y
de grado menor o igual que n — 1, al tener P(z) grado n.

Denotaremos a los elementos de F,[z]/(P(x)) como p;(z). Entonces por
la definicén de F,[z]/(P(x)) y por el algoritmo de Euclides tendremos
que:

h(z) = hi(z) - P(z) + p;(x)

2Cualquier otra raiz primitiva n-ésima de la unidad es una potencia suya.
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Luego p;(z) representard, en F,[z]/(P(z)), a todos aquellos polinomios
h(z) € F,[z] que tengan resto p;(z) al dividir por P(z).

Las operaciones de suma de polinomios, en F,[z]/(P(z)), asi como mul-
tiplicar polinomios, de IF,[z]/(P(z)), por escalares estdn bien definidas.
Es de inmediata comprobacién.
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(a) F,[z]/(P(x)) es un F,-espacio vectorial.

il.

iii.

1v.

. (F,[z]/(P(z)),+) es un grupo conmutativo.

Es inmediato, se deduce de la estructura de grupo conmuta-
tivo de (F,,+) y de la definicién de F,[z]/(P(x)).

A (pr(z) +p2(z)) = A-pi(x) + A - po(x) para cualesquiera que
sean A € Fy, pi(z),po(z) € F,[z]/(P(z)).

Inmediato a partir de las definiciones.

(A+p)-p(z) = X-p(x) + p - p(x) para cualesquiera que sean

A e By y p(e) € Fylz]/(P(z)).

Inmediato a partir de las definiciones.

(A- ) -p(z) = X (u- p(z)) para cualesquiera A, pu € F, y

p(z) € Fy[z]/(P(z)).

Inmediato a partir de las definiciones.

1-p(z) = p(x) para todo p(z) € F,[z]/(P(z)).

Inmediato a partir de las definiciones.
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(b) F,[z]/(P(z)) =< 1,T,...,7" >.

i.

ii.

<1,Z,...,2% ! > son un sistema de generadores.

Sea p(z) € F,[z]/(P(z)), luego su grado es menor que el grado
de P(z), que es n, luego es de grado menor o igual que n — 1.
Es obvio que p(z) es combinacién lineal de {1,7,..., 7" '},
vaquesip(x) =ap+a-T+...+a, 1-T" " tendremos que:

—=n—1

p(x):aO-T—i-al-E-i-...—i-an,l-x

con ag, a1, ..., 0,1 € .
Luego < 1,7Z,...,7" ! > son un sistema de generadores.
<1,7,..., 7% > son linealmente independientes.

Sean Mg, ..., A, 1 € F, tales que:
)\0'T+)\1'T+...+/\n,1'§n_1:0

Como la combinacién lineal es cero entonces debe ser un
miiltiplo de P(z), pero como la combinacién lineal es un poli-
nomio de grado n—1, tiene menor grado que P(z), entonces la
combinacién lineal es el polinomio nulo, o lo que es 1o mismo:

M=A=...=X_1=0

luego < 1,7,..., 7" > son linealmente independientes.

2. Calcular los ideales del anillo F,[z]/(z" — 1).

Para calcular los ideales del anillo F,[z]/(z" —1) utilizaremos el siguien-
te teorema del algebra:

Teorema 7.3
Sea ¢ : A — B un morfismo epiyectivo de anillos. Entonces existe la
siquiente correspondencia biunivoca:

Ideales ~ Ideales de A que
de B continen a ker ¢

I — ¢7'(])
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Consideremos ahora la aplicacion de paso al cociente:
7 Fy[z] — Fylz]/ (™ — 1)

Es inmediato demostrar que 7 es un morfismo epiyectivo de anillos y
que kerm = (2™ — 1). Luego por el teorema 7.3 tendremos que los
ideales de F,[z]/(z™ — 1) se identificardn con los ideales de F,[z] que
contienen a (z™ — 1).

Sea 2" — 1 = pi(x) - ... pr(x) la descomposicién en irreducibles de
z"™ — 1 en F,[z]. Luego los ideales que contienen a z" — 1 serdn los
ideales generados por los productos de los factores irreducibles en los
que descompone x" — 1.

Los ideales de F,[z]/(2™ — 1) son los ideales generados en dicho anillo
por los polinomios divisores de ™ — 1.
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Ejercicio 7.2
Sea Fy[z]/(x" — 1), donde la descomposicion de x” —1 en irreducibles en Fy[z]
es la siguiente:

2 —1l=(+1)-P+z+1)- (P +22+1)

Calcular la matriz generadora para el cédigo ciclico que tiene por polinomio
generador:

g@)=(x+1)-P+r+) =" +23+22+1

Solucién:
La dimensi6n del cédigo serd el grado de z® + 2% + 1, luego sera de dimensién
tres.

Una base del cédigo sera:
g(z) L AN L |

z-g(x) P+t +2t 4o
2’ -g(x) = 2°+2°+a" +2°

Luego la matriz generadora del cédigo sera:

1.0 0
010
10 1
110
111
011
\0 0 1)
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Ejercicio 7.3
Sea Fy[x]/ (2" —1), donde la descomposicion de 7 —1 en irreducibles en Fy[x]
es la siguiente:

T —1=@+1) -P+z+1)-(®+2>+1)

Calcular las matrices generadoras y de control para todos los cddigos que
podemos definir.

Solucion:
Los c6digos que podemos definir son los definidos por los divisores de 7 — 1
luego serdn:

e g(z) =z + 1, la dimensién del cédigo serd 6.

Una base del cédigo sera:

glz) = z+1
z-g(z) = 2%+
?-g(x) = 2°+2?
?.g(x) = a*+2°
vt-g(x) = 2°+2*
°-g(x) = 2%+2°

Luego la matriz del cédigo sera:

(100000
110000
011000
001100
000110
000011
\000001

La matriz de control serd la traspuesta de la matriz generadora de su
cédigo dual. Su cdédigo dual estard generado por:

1
p() =2% h(=) =1+z+2%+ 2%+ 2" +2° + 25
T
con h(z) = (2> +x+1)- (z* + 22+ 1). Luego una base del cédigo dual
sera:
p(x)=1+z+2*+2° + 2" +2° + 2°
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Luego la matriz de control de este cédigo serd:

(1111111)
e g(z) = 2® + z + 1, la dimensién del cédigo serd 4.

Una base del cédigo serd:

(x) P+l
r-g(x) = 2*+2% 42

() = 2°+2°+2°

(z)

= 2% +a* + 2

1000
1100
0110
1011
0101
0010

\ 000 1)

La matriz de control serd la matriz traspuesta de la matriz de control
de su codigo dual. Su cédigo dual estard generado por:

1
plx)=z" h(=)=1+2"+2°+2*
T
con h(z) = (x +1) - (2 + 2% + 1). Una base del cédigo dual seré:
p(z) = a*+2* +22+1

x - p(x) P+t + 4z

22 -p(x) = 2°+2°+2°+2°

Luego la matriz de control sera:

o O =
o = O
=
O = =
—_ =
(R )
— o o
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e g(x) = 2° + 2% + 1, la dimensién del cédigo serd 4.

Una base del cédigo sera:

(z) 2?4+ 2* +1
z-g9(z) = '+2°+2
2og(z) = 2% a2t +a?

()

= 2°+2° +2°

Luego la matriz del cédigo sera:

(100 0)
0100
1010
110 1
0110
0011
\0 00 1)

La matriz de control del cédigo serd la traspuesta de la matriz genera-
dora de su cédigo dual. Su cédigo dual estard generado por:

1
p(z) :x4-h(5) =l+z+2°+2
con h(z) = (z + 1) - (#* + z + 1). Una base del cédigo dual sera:
pr) = ' +22+z+1

4+ 2+t
22 -p(z) = 2% +a2' +2°+ 27

8
g
~—

8
SN—r

Il

Luego la matriz de control sera:

11101
01110
00111

o = O
— o O

e g(x)=(x+1)- (z®+ 2+ 1), la dimensién del cédigo serd 3.

g@)=(x+1) - P +r+1) =" +23+22 +1



142 CAPITULO 7. CODIGOS CICLICOS

Una base del cédigo serd:
g(r) = 2*+2*+2°+1
z-g9(z) = 2®+2*+2*+2
2% g(r) = 2%+2°+ a2t +2?

Luego la matriz del cédigo sera:

100
010\
101
110
111
01 1
\0 0 1)

La matriz de control sera la traspuesta de la matriz generadora de su
codigo dual. Su cédigo dual estard generado por:

pa) =2 () =1+ +7

con h(z) = 2* + 2 + 1. Una base del c6digo dual sera:

p(z) = *+a+1

r-plz) = z*4+2°+2
22 -p(z) = 2°+2°+2°
2 plx) = 2% +2'+2°

Luego la matriz de control sera:

1101000
0110100
0011010
00011Q01

e g(z) =(z+1)- (23 + 2>+ 1), la dimensién del codigo serd 3.
9(z) = (x+1)- (2® +2” +1) =1+ +2" +2*
Una base del cédigo serd:

2+ 41
z-g9(x) = P+ +2°+x
2 -g(x) = 2%+a2'+2°+2?

S~
—~
8
~—
I
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Luego la matriz del cédigo sera:

100
110\
111
011
101
010
\0 0 1)

La matriz de control serd la traspuesta de la matriz generadora de su
cédigo dual. Su cdodigo dual estard generado por:
1
p(z) =2*-h(=) =1+2" +2°
x
con h(z) = 3 + x + 1. Una base del cédigo dual serd:
pz) = 2P +22+1
z-plz) = 2t+2°+2
22 -p(z) = 2°+2'+2°
2 -plz) = 2% +2°+2°
Luego la matriz de control del cédigo sera:

101100

o oo
oo~
o = O
—_— O =
o = =
(R )
— o oo

e g(x) = (x*+x+1)- (2% + 2%+ 1), la dimensién del cédigo serd 1.
g@) =@ +r+1)- P+ + D) =24+ +2t + ¥ 22 24+ 1
Una base del cédigo sera:
gz) = P+ +r'+P 2P+ +1

Luego la matriz del cédigo sera:

—_ = = e e e
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La matriz de control serd la traspuesta de la matriz generadora de su
c6digo dual. Su cédigo dual estard generado por:

p(:r)::r-h(é)zl—l—x

con h(x) =z + 1. Una base del cédigo dual sera:

p(z) z+1
z - p(x) 2>+
2 -p(r) = 2°+2°
2% - p(x) 7t + 2?
ztplz) = o°+at
z° - p(x) 2% + z°

Luego la matriz de control del cédigo sera:

1100000
0110000
0011000
0001100
000O01T10
000O0O0OT]1



Capitulo 8

Cédigos de Golay

Vamos a dar la construccion de Tukyn a partir de los cédigos de Hamming.

Vamos a utilizar las propiedades de los cédigos de Hamming siguientes:
e Son cédigos ciclicos.

e Contienen palabras complementarias.

8.1 Preliminares
Consideremos el cédigo Ham(3), si rotamos ciclicamente sus palabras:
1020304050607 — Q7010203040506

obtenemos otro cddigo lineal, K con las mismas propiedades que Ham(3):

en=717
e m=4
L dmzn:3

y verificando que las tinicas palabras que tienen en comin ambos cédigos son
el 0yell.

145
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Ademés podemos afnadir en los dos cédigos un octavo bit de “control de
paridad” y hacer que mantengan las propiedades. Luego tendremos unos
nuevos c6digos Ham(3)' y K' de modo que:

en=2_8
e m=4
L dmzn:3

Estos nuevos cédigos lineales que hemos construidos nos van a servir para
construir otros cdédigos lineales entendiendolos como subespacios. Esto lo
podemos hacer aprovechando la estructura de espacios vectoriales que tienen
los cédigos Ham(3)' y K', la cual nos permite realizar operaciones con dichos
espacios:

e Sumas.

e Productos directos.
e Intersecciones.

e Uniones.

Las propiedades que tienen estos cédigos se obtienen de las propiedades
de las operaciones con subespacios:
dim(Ham(3)' x K') = dim Ham(3)' + dim K’
dim(Ham(3)'+ K') = dim Ham(3)' + dim K’ — dim(Ham(3)’ m K')

8.2 Construccion del cédigo Golay Gy

Este cédigo es un cddigo lineal 3-perfecto, es del tipo C[24,12] y lo denotare-
mos como Goy.

Definicién 8.1 (Cédigo de Golay Goy)
El codigo de Golay Gy consiste en todas las palabras de longitud 24 que son
de la forma:

a+z,b+x,0a+b+cx

donde a,b € Ham(3)' y x € K.
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Por ejemplo, si @ = 11010001, b = 10010110 y = 01011001 la palabra del
cédigo Gy que definen es:

10001000 110b01111 0001b1110
atz +x atb+z

Proposicion 8.1
Sea u € Goy entonces estd determinada de forma tnica por a,b € Ham(3)'
yx €K'

Demostracion:
Supongamos que existen ¢,d € Ham(3)' e y € K’ tales que:

a+z,b+z,a+b+x=c+y,d+y,c+d+y

Como a+x =c+yya,c € Ham(3)' y z,y € K' tendremos que a+c¢ = z+y,
recordar que son palabras binarias y que —1 = 1 en Fy. Luego a-+c pertenece
a Ham(3)' y a K', entonces tenemos dos posibilidades:

e a+ ¢ = 00000000

En este caso tendremos que a = ¢ de donde se deduce que =z = y.
Como tenemos, por hipétesis, que a + b+ x = ¢ + d 4+ y entonces
a+b+r=a+d+zx0loqueeslomismoa+a+b=x+x+d. La
suma de una palabra binaria consigo misma es nula entonces b = d.

Con lo cual hemos demostrado que, en este caso, la descomposicién de
una palabra de Go4 es tunica.

e a+c=11111111

En este caso tendremos que a es la palabra complementaria de c y x
lo serd de y. Como tenemos, por hipotesis, que a +b+x =c+d+y
entonces tendremos que:

at+tc+z+y +h=d
N~ N~
11111111 11111111

de donde se tiene que b = d.

Con lo cual hemos demostrado que, en este caso, la descomposicion de
una palabra de G4 es Unica.
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8.2.1 Propiedades de Gy

Proposicion 8.2
La longitud de las palabras de Goy es 24 y su rango es 12.

Demostracion:
La longitud de las palabras de G254 se deduce de su construccién y es 24.

(G54 es un codigo lineal, donde cada palabra se construye a partir de tres
palabras, cada una de las cuales pertenece a un cédigo de rango 4. De esto
se deduce que G4 es un cédigo con 2424 .2 = 2!2 palabras, luego su rango
es 12.

Proposicion 8.3
La distancia minima de Gag es 8.

8.3 Construccion del cédigo Golay Gos

A este cédigo lo denotaremos como Gz y su construccién es igual que la del
cédigo Gy peso sin anadir el bit de control de paridad.

Las caracteristicas de este cédigo son:



Parte V
Cdédigos BCH

149






Capitulo 9

Introduccion a los codigos BCH

Estos codigos fueron descubiertos por Hocquenghem en 1.959 y también por
Bose y Ray-Chaudhuri en 1.960. De las iniciales de sus nombres es de donde
viene el nombre que se les da a estos cédigos.

Hemos visto anteriormente que los c6digos de Hamming corrigen los erro-
res de peso menor o igual que uno. Podemos modificar los cdodigos de
Hamming para corregir dos errores, pero para eso tenemos que aumentar
la distancia minima de tres a cinco. Esto lo podemos hacer de dos formas:

1. Aumentando la longitud de las palabras.

En este caso corregir un error en una palabra de longitud cinco o co-
rregir dos errores en una palabra de longitud diez es mas o menos
equivalente y no introduce mejoras sustanciales en el cédigo.

2. Separando mas las palabras del codigo.

Este método sera el que utilizaremos, y para conseguirlo eliminaremos
palabras del cédigo, con lo que obtendremos un subcédigo de un cédigo
de Hamming con una distancia minima mayor, lo que nos permitird
corregir hasta errores de peso dos.

9.1 Matrices de Vandermonde

Para poder desarrollar la teoria de estos cédigos vamos a utilizar algunas
propiedades de un cierto tipo de matrices, “las matrices de Vandermonde”.

151
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Definicién 9.1 (Matriz de Vandermonde)

Sea K un cuerpo cualquiera y sean A, ..., A\, elementos distintos y no nu-
los de K. Denotaremos la “matriz de Vandermonde” asociada a estos
elementos como V (A, ..., \,) y dicha matriz serd:

DYRED VTR W

A2 A2 ... )2

V.. )= 072 "

DD VORI
Teorema 9.1
Sean Ai, ..., N\, elementos distintos y no nulos del cuerpo K. FEntonces las
columnas de la matriz de Vandermonde V (A, ..., \,) son linealmente inde-

pendientes sobre el cuerpo K.

9.2 Preliminares

Como hemos dicho antes estos cédigos seran subcddigos de los cédigos de
Hamming. Para ello eliminaremos palabras de los cédigos de Hamming con
el objetivo de obtener un nuevo cédigo con una distancia minima mayor.

La forma de eliminar palabras sera afiadiendo nuevas condiciones al cédigo,
o lo que es lo mimo anadir nuevas filas a la matriz de control. Estas nuevas
filas que anadiremos no seran combinaciones lineales de las filas de la matriz
de control, ya que no estariamos haciendo nada. Matematicamente estaremos
anadiendo nuevas ecuaciones implicitas al c6digo, con lo cual reduciremos su
dimension, y como consecuencia el niumero de palabras del cédigo.

Las nuevas filas que anadiremos seran una funciéon no lineal de la filas
de la matriz de control. Al utilizar funciones no lineales tenemos un cierto
control sobre la distancia minima, ya que esta variard segin la funcién que
estemos utilizando.
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9.2.1 Funciones no lineales

Ejemplos de funciones no lineales son aquellas en las que aparecen potencias
de las variables:

fl@) = 2’
fl@) = 2°
flz)y = 2" n=23,...

Sobre Ty es dificil encontrar funciones no lineales, las del tipo anterior
son lineales en este cuerpo:

F, — K

r — "==z

La funcién 2™ es no lineal para valores de n distintos de 0 y 1, pero en F, la
funcién no lineal ™, n # 0, es equivalente a la funcién zx, la cual es lineal.

Es por este motivo que vamos a considerar funciones no lineales sobre
. . L
otencias de [F,, es decir sobre F, conn =2,3,.....
) 2 »

9.2.2 Funciones no lineales sobre T,

Dado F, podemos dotarle de estructura de grupo definiendo la operacién
suma componente a componente.

El nimero de elementos que tiene I, es 2". Luego como tiene estructura
de grupo podemos establecer un isomorfismo con un grupo que tenga orden
2™, este grupo serd Z/2". El isomorfismo serd el siguiente:

F, — Z/2" ~Ty
(ao,...,an_l) — a0-20+a1 -2’+...+an_1 _2n—1
Es decir consideramos los elementos de IF, como la representacién binaria de

los 2™ primeros nimeros enteros, incluido el cero. Luego podremos represen-
tar los numeros enteros comprendidos entre 0 y 2" — 1, ambos inclusive.
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Ahora podemos definir la siguiente familia de funciones no lineales:

fz' :Fon — Ton
r — 2

parat =23, ....

Por ejemplo para i = 2 y n = 4 tendremos:

f2(0) = 0>=0
f2(1) = 12=1
f2(2) 2% =

f2(3) 3?=5

9.3 Construccion de un cédigo BCH

Veamos la construccion de un cédigo BCH en concreto.

Consideremos la matriz de control del c6digo de Hamming Ham(4), H,.
Las columnas de esta matriz son todas las palabras no nulas de IF‘;, por el
isomorfismo visto antes podemos asignar a cada columna de H4 un elemento
de Z /2%

Podemos ordenar las columnas de H; de la forma que mas nos guste, lo
unico que hay que tener en cuenta es que habra que permutar los bits de las
palabras del c6digo de la misma manera en que permutemos las columnas de
la matriz.

Antes de reordenar las columnas eligiremos un elemento primitivo de
Z/2", a. En nuestro caso elegiremos a = 2.

Recordar que H, tendrs 2* — 1 columnas y la columna i-ésima se corres-
ponderd con un elemento a; € Z/2*. Pero al ser o un elemento primitivo de
Z/2* tendremos que a; = o’ con j = 0,1,...,14. Luego reordenaremos las
columnas en orden descendente de potencias del elemento primitivo.
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La reordenacién de columnas serd la siguiente:
(214 913 912 911 910 99 98 27 26 95 24 923 92 9l 20)
o lo que es lo mismo':

(12 6 3 13 10 5 14 7 15 11 9 8 4 2 1)

que expresado en binario sera:

1001101011110¢00
11010111100O01QO0PO0
01 1010111100010
0011010111 1000°1

esta es la matriz de control de Ham(4), reordenadas las columnas. Ahora
para crear el codigo BCH hemos de eliminar palabras del cédigo anadiendo
nuevas condiciones a la matriz de control, mediante funciones no lineales.

Las funciones no lineales que utilizaremos serdan de la forma f;(z) = 2

con ¢ = 2,3,.... Por ejemplo si anadimos tres nuevas condiciones al cédigo
tendremos que utilizar las funciones no lineales:
2
flz) = 2
_ .3
fa(z) = z
4
foz) = 2

Por lo tanto la matriz de control de nuestro cédigo BCH sera:

12 6 3 13 10 5 14 7 15 11 9 8 4 2 1
122 62 32 132 10% 5% 142 72 152 112 92 8 42 92 12
123 6% 3% 13% 10 5% 143 7% 15% 113 93 & 43 23 13
124 6* 3* 13* 10* 5* 14* 7% 15* 11* 9* g* 4* 2¢ 1¢

o lo que es lo mismo:

12 6 3 13 10 5 14 7 15 11 9 8 4
6 13 5 7 11 8 2 12 3 10 14 15 9
3 5 15 8 1 3 5 156 8 1 3 o5 15
13 7 8 12 10 15 4 6 5 11 2 3 14

© 0 =~ N
— e

en la figura 9.1, pagina 156, podemos ver la matriz de control en binario.

IEste c6digo es un cédigo polinomial, cuyo generador es el polinomio h(z) = z* +2°+1,
el cual es un divisor de 2% —1 sobre Fz [z]. Como 2 es un elemento primitivo de Fys entonces
sabemos que 2* + 2% + 1 = 0 en Fy4, lo cual nos servira para calcular todos los elementos
del cuerpo finito de 16 elementos como potencias de 2.
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Figura 9.1: Matriz de control del cédigo BCH(4,2).

9.4 Cddigos BCH(k,t)

Definicién 9.2 (Cédigos BCH(k,t))
El cédigo BCH (k,t) sobre un cuerpo de orden 2%, basado en el elemento

primitivo «, tiene las siguientes columnas en su matriz de control:
o

a2-z

a2-t-z

en la j-ésima columna i = (28 — 1) — j. A la matriz de control del cédigo
BCH (k,t) la denotaremos como Vi ;.
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De esta definicién se deduce que la longitud de palabra de un cédigo BCH (k, t)
es 2F — 1, la misma longitud que para el cédigo Ham(k). Algo que era de
esperar ya que es un subcodigo de Ham(k).

9.4.1 Distancia minima para BCH(k,t)

Los cédigos BCH (k, t) son t-perfectos, es decir corrigen error de peso menor
o igual que t.

Teorema 9.2 (Los c6digos BCH(k,t) son t-perfectos)
Los cddigos BCH(k,t) corrigen errores de peso t.

Demostracion:

Por el teorema 4.5, en la pdgina 98, para que los cédigos BCH (k,t) corrijan
errores de peso t su distancia minima ha de verificar d,,;, > 2 -t o lo que es
lo mismo que en su matriz de control no existan 2 - £ columnas linealmente
dependientes.

Sean i1,...,%3; un conjunto de 2 - ¢ indices, distintos, cualesquiera del
siguiente conjunto:
2k —2....,0

Dicho conjunto son los exponentes de las potencias del elemento primitivo que
forman la primera fila de la matriz de control. Podemos formar la siguiente
matriz con las columnas determinadas por dichos elementos en la matriz de
control:

ol al? e ol
a2-i1 a2-i2 ... a2-i2-t
a3-i1 a3-i2 . a3-’i2.t

a(2't)'i1 a(2't)'i2 . a(Q't)'iQ't

Es inmediato que la matriz que acabamos de construir es una matriz de
Vandermonde V(a*, ..., a%t). Entonces por el teorema 9.1, en la pégina
152, sus columnas son linealmente independientes. Sus columnas son 2 - ¢
columnas cualesquiera, distintas, de la matriz de control. Entonces se tiene
que los cédigos BC'H (k,t) tienen d,;;, > 2-t 0 1o que es lo mismo que corrigen
errores de peso t. Son t-perfectos.
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Observacion 9.4.1

e Gracias a las funciones no lineales f;(x) = x° para i = 2,3, ... podemos
controlar la distancia minima, ya que gracias a la estructura de la ma-
trices de Vandermonde podemos calcular cuantas restricciones anadir a
un codigo de Hamming para que el codigo resultante nos corrija errores
de peso t.

e Como los cédigos BCH (k,t) son t-perfectos, es decir corrigen todos
los errores de peso menor o igual que t, tendremos que su distancia
minima serd mayor o iqual que 2 -t + 1.

Amin > 21+ 1

9.4.2 Matriz de control reducida

Las matrices de control para cédigos BC'H (k,t) vistas hasta ahora poseen
filas innecesarias, que son combinacion lineal del resto. Para formar estas
matrices hemos ampliado la matriz, de control, de un cédigo de Hamming
con filas que no fueran linealmente dependientes con las filas de la matriz, de
control, del c6digo de Hamming. Pero no hemos impuesto ninguna condicién
de no linealidad entre las nuevas filas que hemos anadido. Debido a esto las
matrices de control que hemos visto no son practicas.

Por algebra lineal sabemos que las filas de una matriz que son combi-
nacion lineal del resto no son necesarias para encontrar la solucion de un
sistema de ecuaciones, que es lo que hacemos con la matriz de control de un
cédigo lineal. Por lo tanto podemos eliminarlar y de esta forma obtenemos
una matriz mas pequena y manejable que hace la misma funcién que la an-
terior, servir de matriz de control. A esta matriz la llamaremos matriz de
control reducida y la denotaremos por Hy ;

Por ejemplo la matriz de control, sin reducir, del cédigo BCH (4, 3) sera:

12 6 3 13 10 5 14 7 15 11 9 8 4 2 1
6 13 5 7 11 8 2 12 3 10 14 15 9 4 1
v._| 3 5 1 8 1 3 515 8 1 3 5 15 8 1
BT 1137 8 12 10 15 4 6 5 11 2 3 14 9 1
10 11 1 10 11 1 10 11 1 10 11 1 10 11 1
5 8 3 15 1 5 8 3 15 1 5 8 3 15 1
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mientras que la matriz de control reducida para el mismo cédigo sera:

12 6 3 13 10 5 14 7 15 11 9 8 4 2 1
H,3 = 3 5 15 8 1 3 5 15 8 1 3 5 15 8 1
0 11 1 10 11 1 10 11 1 10 11 1 10 11 1

Si ponemos en notacién binaria la matriz de control reducida observaremos
que podemos seguir eliminando filas que son combinacién lineal de otras filas
presentes en la matriz, pero esto traeria como consecuencia que no podriamos
seguir utilizando la notacién que hemos utilizado hasta ahora con Z/2*.

La matriz de control reducida, Hj;, es mds sencilla y manejable que la
matriz de control original, Vi ;. Pero la matriz V), tiene como ventaja que
nos permite calcular la distancia minima del c6digo, mediante las matrices
de Vandermonde, este argumento no es valido para la matriz Hy ;.

9.5 Errores que corrige BCH(k,t)

Hemos visto anteriormente que el cédigo BCH (k,t) detecta y corrige todos
los errores de peso menor o igual que ¢.

La siguiente proposiciéon nos demuestra que todos los errores que detecta
y corrige el cédigo BCH (k,t) estdn determinados de forma tnica.

Proposicion 9.1

Sea u € BCH(k,t) y v,e € ]FZ conn = 2% — 1 tales que v = u +e. Siendo
e un patron de error de peso t, a lo sumo. Entonces e esta determinado de
forma inica por el sindrome Vi - v*.

Demostracion:
Supongamos que existe un patrén, €', de error de peso t, a lo sumo, tal que
produce una palabra, v’, con el mismo sindrome que v.

v'=u'+¢ o € BCH(k,t)

Como v y v’ tienen el mismo sindrome tendremos que Vi ;- v* = Vi, - 0",y
como u' € BCH (k,t) entonces V- u" = 0. De donde se deduce:

Vit V' =Vip - (W +e) =Viy- e = Vi -(v—¢€) =0
Luego v — ¢’ € BCH (k,t). Como v = u + e entonces tendremos que:

v—e =u+e—¢€
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u'y v — ¢ son palabras de BCH (k,t). Calculemos su distancia:
d(u,v—¢€)=d(u,u+e—e)=wle—¢)
Como e y €' son dos patrones de error de peso ¢, a lo sumo tendremos:
wle) <tyw(e) <t = w(e—¢€) <2t

Como BCH (k,t) es t-perfecto, corrige todos los errores de peso menor o
igual que ¢, su distancia minima sera:

es decir, las palabras del cédigo estaran, como minimo, a una distancia de
2 -t + 1 unas de otras. Luego no puede ser que d(u,v —e€') < 2-tconuy
v — € en BCH (k,t). Luego no puede existir un patrén de error con peso t,
a lo sumo, tal que produzca una palabra con el mismo sindrome que v.

Este teorema nos indica que los errores que detecta y corrige el cédigo
BCH (k,t) tienen sindromes distintos. Podemos utilizar el algoritmo de los
sindromes que vimos en los codigos lineales para corregir errores. Estos
cédigos son lineales, ya que son subcéddigos de los cédigos de Hamming, que
son lineales, y ademds los hemos definido como aquellos cédigos que tienen
una determinada matriz de control, matriz del subespacio incidente a un
subespacio vectorial que serd el cédigo BCH (k, ).



